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Resumen  

 

El presente trabajo de tesis está dedicado al cálculo de las propiedades efectivas 

antiplanas de compositos fibrosos magneto-electro-elásticos bifásicos (fibra/matriz) y 

trifásicos (fibra/interfase/matriz), con estructura periódica y cuyos elementos representativos 

del volumen son bidimensionales o tridimensionales. Se implementaron modelos 

micromecánicos analíticos y semi-analíticos (SAFEM) diferentes, basados en el método de 

homogeneización asintótica y en el método de los elementos finitos. En particular, se analiza 

la influencia del efecto de la interfaz entre las fibras y la matriz; del volumen de fracción de 

los refuerzos; de la distribución de los refuerzos en la matriz y de la selección de los 

materiales constituyentes en las propiedades efectivas antiplanas de compositos fibrosos 

magneto-electro-elásticos. 

Para el análisis del efecto de la interacción entre las fibras y la matriz se formularon 

dos modelos analíticos: el modelo de imperfección (MHA – Imp) aplicado para la descripción 

de compositos bifásicos con interfaz imperfecta entre los constituyentes y el modelo de 

interfase (MHA – 3F) aplicado para la descripción de compositos trifásicos con una interfase 

existente entre las fibras y la matriz. En ambos modelos se consideraron elementos 

representativos del volumen en forma de paralelogramos. En el modelo MHA – Imp, las 

imperfecciones mecánica, eléctrica y magnética en la interfaz son modeladas como una 

idealización por medio de la existencia de un resorte, un capacitor y un inductor 

respectivamente. Las formulaciones analíticas derivadas para los problemas locales antiplanos 

y de las propiedades efectivas asociadas, derivados por MHA – Imp, MHA – 3F y SAFEM 

son explícitamente descritas, por lo cual, se pueden usar de forma eficiente para verificar la 

implementación de métodos experimentales, numéricos y modelos analíticos. La eficiencia de 

los modelos presentados MHA – Imp, MHA − 3F y SAFEM y la validación de los resultados 

obtenidos se demuestra mediante comparaciones con resultados obtenidos por otros modelos 

teóricos reportados en la literatura. Las formulas desarrolladas son, además, válidas para el 

análisis de las propiedades efectivas antiplanas de compositos fibrosos periódicos, bifásicos y 

trifásicos piezoeléctricos y elásticos con ERV bidimensional o tridimensional. 
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1.     Introducción 

 

Hoy en día, uno de los grandes desafíos a los que se enfrenta la comunidad científica es 

el desarrollar mejores dispositivos electrónicos y estructuras que cumplan con los nuevos 

requerimientos de la tecnología y que impulsen al desarrollo de la humanidad; por ejemplo: 

dispositivos inteligentes, sensores, actuadores, dispositivos de almacenamiento de energía, 

estructuras para las construcciones civiles, accesorios deportivos, entre otros (Emam and 

Inman, 2015; Gibson, 2010; Pereira et al., 2009; Safri et al., 2018; Shirbani et al., 2017).  

 

 

Figura 1. Ejemplos de aplicaciones de compositos en la industria. 

 

En este sentido, el advenimiento y desarrollo de los compositos ha contribuido 

potencialmente a la búsqueda de nuevos materiales por ingeniería directa de su 

microestructura (Jiang et al., 2004; Tadmor et al., 2000). Se ha comprobado que los 

compositos presentan considerables ventajas sobre los materiales tradicionales, o sea; se 

diseñan de manera que mejoran las propiedades de sus componentes preservando al mismo 

tiempo un nivel de funcionalidad comparable o mejorado (por ejemplo: peso más ligero, 

óptimas resistencias a la corrosión y a determinadas temperaturas en ambientes naturales, 

permiten la generación de estructuras con geometrías complejas, entre otras); e incluso, en 
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ocasiones, estos muestran nuevas propiedades que ninguno de sus componentes 

individualmente presentan, por ejemplo: los llamados efectos de acoplamientos entre 

propiedades de diferentes naturalezas. Entre los efectos de acoplamiento tenemos: el 

piezoeléctrico, el magnetoestrictivo (piezomagnético) y el efecto magnetoeléctrico, entre otros 

(Fuentes et al., 2001; Jiang et al., 2004). Los campos de aplicaciones de los compositos son 

muy amplios (Aized et al., 2017; Parandoush and Lin, 2017), por lo que los materiales 

estructurales son un ejemplo de un tema viejo que no deja de recibir atención (Hung et al., 

2018; Safri et al., 2018). 

Uno de los aspectos de importancia en el estudio del comportamiento de los compositos, 

es tener en cuenta la interacción entre los refuerzos y la matriz. Se ha demostrado que esta 

región de interacción (interfaz) tiene un efecto significante en las propiedades efectivas del 

composito. El debilitamiento de la interfaz puede producir un debilitamiento de las 

propiedades del mismo y afectar su eficiencia. Incluso, en ocasiones, durante el proceso de 

manufactura del composito puede ser modificada para mejorar sus propiedades o para proteger 

a los refuerzos de la interacción directa con la matriz, como una nueva fase intermedia 

(interfase o mesofase). Tener un control adecuado de la interfaz (o interfase) proporciona al 

composito un mejor rendimiento y una mejor integridad de su estructura; por lo tanto, 

entender sus efectos y los mecanismos de adhesión entre los refuerzos y la matriz ha sido 

objeto de numerosos estudios recientes (Dinzart and Sabar, 2011; Hashin, 2002; Kuo and 

Huang, 2016; Sevostianov et al., 2012; Shi et al., 2014; Wang and Pan, 2007). 

Los modelos micromecánicos y la simulación numérica con base en la Mecánica de 

Sólidos han jugado un papel fundamental en el estudio teórico de los compositos multifásicos. 

Su desarrollo ha fortalecido los mecanismos de comprensión, análisis y desarrollo de sistemas 

materiales heterogéneos, de sus diseños con propiedades y condiciones específicas, e incluso 

han permitido optimizar procesos de fabricación. Por ejemplo: los métodos auto-consistentes y 

auto-consistentes generalizados (Budiansky, 1965; Nan, 1994; Srinivas and Li, 2005; Tong et 

al., 2008; Xiao et al., 2016); los métodos diferenciales (Mclaughlin, 1977); el  método  de 

Mori-Tanaka (Benveniste, 1987, 1995; Li and Dunn, 1998; Mori and Tanaka, 1973; Srinivas 

et al., 2006) y los métodos de homogeneización (Bakhvalov and Panasenko, 1989; Benveniste 

and Dvorak, 1992; Bravo-Castillero et al., 2015; Camacho-Montes et al., 2006; Camacho-
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Montes et al., 2009; Guinovart-Díaz et al., 2013; Rodrı ́guez-Ramos et al., 2001; Sixto-

Camacho et al., 2015), entre otros.  

En particular, los métodos de homogeneización son útiles para la deducción de 

propiedades efectivas de compositos elásticos, piezoeléctricos, piezomagnéticos, 

magnetoeléctricos, entre otros; basándose en el conocimiento del comportamiento de sus 

constituyentes, de las interfaces entre ellos y de las formas geométricas en que se disponen 

(López-Realpozo et al., 2017; Yan et al., 2013). Estos métodos, complementándose con las 

técnicas experimentales y viceversa, permiten que investigadores de Ciencias de los 

Materiales u otras ciencias tengan herramientas más eficientes para la predicción y 

comprensión de la relación estructura-propiedades y del comportamiento de los materiales 

compuestos  y/o  compositos. Su utilidad es aprovechable en muchas áreas de esta ciencia y es 

aplicable a todo tipo de materiales, incluyendo cerámicos, polímeros y compositos, metales y 

aleaciones, etc. 

La propuesta de investigación de esta tesis doctoral está motivada por el interés 

fundamental de estudiar la influencia del efecto de la interfaz (interface) en las propiedades 

efectivas antiplanas de compositos fibrosos en los que el efecto de acoplamiento 

magnetoeléctrico esté presente. Estos materiales, llamados terminológicamente como sólidos 

magneto-electro-elásticos (MEE), son aquellos que exhiben un máximo acoplamiento entre los 

campos mecánicos, eléctricos y magnéticos. Aunque pocos materiales en la naturaleza poseen 

simultáneamente dichas propiedades de acoplamiento, estos han jugado un rol importante en 

dispositivos multifuncionales como sensores de campo magnético, sensores de corriente, 

cosechadoras de energía, transformadores, filtros magnetoeléctricos, celdas de memorias 

eléctricas, etc. Otros análisis, como la influencia del efecto del volumen de fracción de los 

refuerzos, de la distribución de los refuerzos en la matriz y de la selección de los 

constituyentes materiales en las propiedades efectivas, también son investigados. Para el 

análisis se proponen dos modelos diferentes que permiten el cálculo de las propiedades 

efectivas de compositos fibrosos  MEE  basados en el método de homogeneización asintótica 

(MHA) y en el método de los elementos finitos (MEE). De esta manera, se desarrollará una 

nueva herramienta que ayude en el diseño de experimentos en búsqueda de nuevos compositos 

cuyas propiedades sean las deseadas y estén optimizadas.  
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1.1     Antecedentes 

 

En los últimos años, la estimación numérica de las propiedades efectivas de compositos 

reforzados MEE ha sido una temática de investigación activa en la comunidad científica. Su 

enfoque se ha debido a la descripción micromecánica de la interacción de su microestructura y 

del efecto de acoplamiento magnetoeléctrico (ME) que estos presentan, así como, por la gama 

de utilidades que han tenido, producto a sus diversas aplicaciones. Compositos, donde el 

efecto ME se ha producido, han sido aplicados en: dispositivos de procesamiento de señales de 

ondas (microondas u ondas milimétricas) de alta frecuencia útiles en radares, equipos de 

telecomunicación y en sistema de radio frecuencia; en sensores para la detención de campos 

magnéticos AC/DC (corriente alterna (AC) - corriente directa (DC)); como cosechadores de 

energía a través de la convención de vibraciones mecánicas y de campo magnéticos en 

electricidad, entre otras (Bichurin et al., 2017; Bichurin et al., 2002; Fetisov and Srinivasan, 

2006; Fuentes-Cobas et al., 2015; Srinivasan et al., 2015; Wang et al., 2014a). 

El efecto magnetoeléctrico en un material se le llama al efecto que surge de inducir 

magnetización por un campo eléctrico o viceversa, a la polarización eléctrica inducida por un 

campo magnético. En este efecto lineal, la magnetización es proporcional al campo eléctrico y 

la polarización es proporcional al campo magnético (O'Dell, 1970). 

La historia del efecto ME data desde el siglo XIX, alrededor de 1894, cuando P. Curie 

en su famoso artículo ‘‘On symmetry in physical phenomena’’ sugiere la convención de 

energía producida entre los campos eléctrico y magnético. Además, Curie reconoce que el 

aspecto de la simetría es fundamental en este desarrollo de este tipo de energía (Curie, 1894; 

O'Dell, 1970). Sin embargo, no fue hasta 1957 que se mostró que el efecto lineal ME existiese 

en una cierta clase de cristales magnéticos basados en consideraciones de simetría de cristales 

(Landau and Lifshits, 1981) y finalmente, en 1959, Dzyaloshinskii mostró teóricamente que 

para el material antiferromagnético 2 3Cr O  este efecto se producía bajo la presencia de 

simetrías (Dzyaloshinskii, 1960). 

La primera observación del efecto ME en un cristal simple de 2 3Cr O  fue confirmada por 

Astrov en 1960, obtenida mediante mediciones de la magnetización inducida por el campo 
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eléctrico establecido mediante electrodos (Astrov, 1960), y más tarde, en 1961, Rado y Folen 

mediante la detención de la polarización eléctrica inducida por el campo magnético (Rado and 

Folen, 1961). Estos fueron los dos primeros sistemas probados que mostraron el efecto de 

acoplamiento ME (O'Dell, 1970) . 

Las primeras observaciones del efecto ME provocaron grandes expectativas debido al 

obvio potencial de la correlación entre las propiedades magnéticas y eléctricas de la materia 

para aplicaciones técnicas, desde entonces el efecto ME ha sido estudiado en monocristales, 

muestras policristalinas, en polvos de 2 3Cr O , así como en materiales con diferentes 

estructuras: perovskita, pseudo-ilmenitas, en composiciones 3BaMeF  ( )Me Mn, Fe, Co, Ni= , 

2 4Cr BeO , 2 4 9A M O  ( )A Ta, Nb;M Co, Mn= = , entre otras. Estos resultados implicaron un 

paso muy importante en el estudio del efecto ME, pues hizo posible expandir el estudio a un 

número de materiales bien conocidos (Fischer et al., 1972; Hornreich, 1969, 1970, 1972; Hou 

and Bloembergen, 1965; Kambale et al., 2012; O'Dell, 1970; Ryu et al., 2002). Sin embargo, 

la mayoría de los materiales monofásicos que exhibían un efecto ME, con un orden a lo sumo 

de  20 mV/cm, lo hacían a bajas temperaturas e incluso muy por debajo de la temperatura 

ambiente. Estas condiciones implicaban que no eran buenos candidatos para aplicaciones de 

gran escala en la tecnología (Kambale et al., 2012). 

La solución al problema de aumentar la respuesta magnetoeléctrica y superar el 

inconveniente de los materiales monofásicos fue encontrada en los compositos.  

Observaciones en compositos cuyas fases eran ferroeléctricas y ferri- o ferromagnéticas 

producían altos efectos ME como respuesta del propio acoplamiento e incluso se manifestaban 

a temperaturas mayores a la temperatura ambiente (Kambale et al., 2012; Nan et al., 2008; 

Van Suchtelen, 1972). 

En los compositos, el efecto ME tiene su principio en la transferencia de energía entre 

fases magnetoestrictivas (piezomagnéticas) y piezoeléctricas bajo presencia de un campo 

magnético aplicado. Es decir, la tensión inducida por el campo magnético en la componente 

magnetoestrictiva (piezomagnética) se transfiere a la componente piezoeléctrica a través del 

acoplamiento elástico, resultando en un voltaje piezo-inducido y viceversa. En este sentido, 

los constituyentes piezomagnéticos cambian de estado producto al efecto de magnetostricción, 
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y esta tensión es transferida a la fase piezoeléctrica, resultando en un cambio de polarización 

eléctrica (Kambale et al., 2012). Aquí, la interacción con el acoplamiento elástico entre las 

fases antes mencionadas permite una alta respuesta magnetoeléctrica. Por lo tanto, este efecto 

ME deseado es una propiedad producto que surge de una adecuada combinación entre dos o 

más fases, tales como una combinación de fases piezomagnéticas y piezoeléctricas. En estos 

casos, el efecto ME obtenido producto del acoplamiento entre los campos eléctrico, magnético 

y mecánico es más fuerte que en los materiales monocristalinos piezoeléctricos o 

piezomagnéticos convencionales, e incluso en ocasiones el composito como un todo único 

puede ser considerado macroscópicamente como un material homogéneo de una sola fase 

magneto-electro-elástica, en el cual la propiedad magneto-eléctrica no está en sus fases 

constituyentes. Además, otros efectos secundarios son de esperar a partir de los cambios de 

permeabilidad o permitividad (Van Suchtelen, 1972). El efecto ME también se puede realizar 

mediante el acoplamiento de la interacción térmica en compositos piroeléctricos-

piromagnéticos (Ryu et al., 2002). 

Los primeros reportes del efecto ME en compositos fueron realizados por Van Suchtelen 

y colaboradores en los laboratorios de investigaciones Philips en Eindhoven, Holanda (Van 

den Boomgaard et al., 1974; Van den Boomgaard et al., 1976(a); Van den Boomgaard et al., 

1976(b); Van Run et al., 1974; Van Suchtelen, 1972). En estos reportes, los compositos 

bifásicos ME eran preparados por solidificaciones unidireccionales de una composición 

eutéctica (mezcla de dos componentes sólidos cuyo punto de fusión o punto de evaporización 

es más bajo que el que poseen sus componentes individualmente) de un sistema quinario 

Fe Co T Bai O− − − − , reportándose fundamentalmente el estudio del efecto ME de mezclas 

de titanato de bario 3BaTiO  y de ferrita de cobalto 2 4CoFe O . 

En 1978, Van den Boomgaard y Born presentaron las condiciones propias del efecto ME 

en compositos teniéndose en cuenta: el equilibrio químico de las fases, el tamaño de los granos 

de cada constituyente, las propiedades piezoeléctricas y piezomagnéticas de cada 

constituyente, la estrategia de polarización, así como la conservación de las cargas acumuladas 

a través de los constituyentes. Igualmente, reportaron trabajos de compositos ME sinterizados 

bajo el mismo sistema analizando el exceso de 2TiO , el efecto del tamaño de las partículas, la 
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velocidad de enfriamiento y las relaciones molares entre ambos constituyentes. Destacándose 

además, los altos valores del coeficiente de voltaje ME en un orden de los ( )80 mV / cm Oe  en 

compositos sinterizados de ( )3 2 4BaTiO Ni Co, Mn Fe O−  (Van den Boomgaard and Born, 

1978). Desde entonces y siguiendo las condiciones expuestas por Van den Boomgard y Born 

en 1978 muchos compositos han sido reportados, tales como: 3 2 4BaTiO NiFe O− , 

3 2 4BaTiO MnFe O− , 3 2 4BaTiO CoFe O− , 5 8 3LiFe O BaTiO− , entre otros. También, se   

reportó el efecto ME en compositos formados por una ferrita NiZn y un cerámico PZT, así 

como, su dependencia sobre campos magnéticos aplicados (Bunget and Raetchi, 1981). En 

nuestros días, el interés en este tipo de composiciones aún se ha mantenido (Ge et al., 2017; 

Salazar-Kuri et al., 2017; Thankachan et al., 2018). 

En las dos últimas décadas, producto a las nuevas aspiraciones tecnológicas de producir 

materiales multifuncionales como un aditamento único y a la tendencia de la miniaturización 

de dispositivos,  han sido observados nuevos temas de interés relacionados con materiales en 

los que la combinación fundamental de propiedades eléctricas, magnéticas y otras, estén 

presentes. En este sentido, los compositos ME son muy atractivos debido a que, además de 

mostrar las propiedades intrínsecas de los constituyentes, estos ofrecen propiedades 

adicionales producto de los efectos de acoplamiento. Convirtiéndolos de esta manera, en 

buenos candidatos para un amplio campo de aplicaciones futuras. 

En consecuencia, han sido reportados numerosos trabajos científicos donde nuevas 

técnicas experimentales y conceptos teóricos aplicados a la comprensión del efecto 

magnetoeléctrico en diversos tipos de compositos son analizados. Esto ha permitido, que el 

desarrollo de diferentes métodos micromecánicos o de simulación numérica junto a técnicas 

experimentales jueguen un papel fundamental en el estudio de compositos multifásicos con 

distintos modos de conectividad de las fases constituyentes (Newnham et al., 1978), así como 

en el interés del estudio de los fenómenos de acoplamiento, de los efectos de las interfaces y 

de la estimación de las propiedades efectivas (Aboudi, 2001; Bartkowska, 2015; Benveniste, 

1995; Bichurin et al., 2010; Guinovart-Díaz et al., 2016; Li and Dunn, 1998; Nan et al., 2008; 

Nan et al., 2001; Sixto-Camacho et al., 2013; Sixto-Camacho et al., 2015; Wang et al., 2003). 
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En estos últimos años, un tema que ha sido considerado es el estudio de la influencia de 

la interfaz entre las fases constituyentes de compositos MEE, debido a su complicada 

descripción y al efecto significante que tiene sobre las propiedades efectivas del nuevo 

material y en particular en el efecto de acoplamiento ME. Lograr simular un comportamiento 

más real del composito idealizado y la forma de incluir los efectos causados en la interfaz es 

un tema de gran enfoque (Otero et al., 2014; Shi et al., 2016; Wang, 2015; Würkner et al., 

2013; Xu and Xiao, 2016; Yan et al., 2013). 

Algunos autores asumen los modelos de interfaz (tipo linear spring) considerando la 

existencia de discontinuidades de desplazamientos, esfuerzos, saltos de potenciales, entre otros 

en la interfaz. Por ejemplo: El efecto de interfaces imperfectas en piezoelectricidad es 

analizado basado en la formulación del tensor de Eshelby para un composito reforzado por 

partículas elipsoidales (Wang et al., 2014b). Kuo y Chen emplean transformaciones de 

desacoplamiento para predecir el comportamiento macroscópico de medios fibrosos bifásicos 

con fases constitutivas piezoeléctricas y piezomagnéticas, considerando además, dos 

imperfecciones mecánica y eléctrica en la interfaz (Kuo and Chen, 2015). Kuo y Huang 

estiman las propiedades efectivas de compositos bifásicos fibrosos multiferroicos con 

interfaces imperfectas (tipo spring) mediante diferentes modelos micromecánicos (Kuo and 

Huang, 2016). Otero−Hernández modela la presencia de imperfecciones mecánicas, eléctricas 

y magnéticas por medio de muelles, un inductor y un capacitor, respectivamente (Otero et al., 

2013b). Sixto-Camacho y colaboradores obtienen relaciones exactas explícitas para las 

propiedades efectivas antiplanas de compositos MEE reforzados por fibras a través de las 

condiciones de compatibilidad de Milgrom-Shtrikman (Sixto-Camacho et al., 2015). Espinosa-

Almeyda y colaboradores mediante el MHA analizan el efecto de las imperfecciones 

mecánicas, eléctricas y magnéticas ocurridas en la interfaz y de la distribución de fibras en la 

matriz en las propiedades efectivas antiplanas de compositos periódicos MEE. Además, 

describen como la distribución de los refuerzos permiten dos tipos de comportamientos global 

del nuevo composito: monoclínico o transversalmente isotrópico (Espinosa-Almeyda et al., 

2017b). Wang y colaboradores estudian bajo condiciones de esfuerzos pre-escritos en la 

frontera y con una interfaz imperfecta el efecto de acoplamiento ME para una clase de 

compositos multiferroicos que contienen inclusiones esferoidales (Wang et al., 2017). Otros, 
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estudian la interfaz considerándola como una región activa (mesofase), tipo capa delgada entre 

la matriz y los refuerzos. Modelos multifásicos son reportados en trabajos referidos a 

compositos cuyos refuerzos son: fibras circulares de múltiples capas (Kuo and Pan, 2011; Shi 

et al., 2016), fibras elípticas de múltiples capas (Kuo, 2011), cuyos refuerzos están recubiertos 

por una capa delgada (Dinzart and Sabar, 2011). Recientemente, Abderrahmane presentó una 

formulación generalizada del esquema diferencial desarrollado por McLaughlin en 1977 para 

predecir las propiedades efectivas de compositos multifásicos MEE (Abderrahmane et al., 

2016). Zhong y colegas analizan el efecto del espesor y la rigidez de los recubrimientos en la 

concentración de los esfuerzos y en las propiedades efectivas de compositos MEE usando un 

método asintótico variacional sobre una celda unitaria homogeneizada (Zhong et al., 2015). El 

MHA a doble escala ha sido aplicado para estimar las propiedades efectivas de compositos 

fibrosos trifásicos MEE considerando deformación plana (Guinovart-Díaz et al., 2013) y 

deformación antiplana (Espinosa-Almeyda et al., 2014). Otros como, Kuo y Peng en el 2013 y 

Wang y colaboradores en el 2015, usan un modelo micromecánico recursivo basado en el 

método de Mori-Tanaka para evaluar el efecto de la mesofase en los coeficientes de 

acoplamiento ME en compositos cuyos constituyentes son piezoeléctricos y piezomagnéticos 

(Kuo and Peng, 2013; Wang et al., 2015). Hashemi desarrolla un esquema de 

homogeneización para determinar las propiedades efectivas MEE de compositos periódicos 

multiferroicos con múltiples inhomogeneidades conformado por partículas elipsoidales con 

revestimientos múltiples elipsoidales (Hashemi, 2016). Algunas búsquedas y perspectivas 

históricas del desarrollo y estudio del efecto magnetoeléctrico han sido reportadas por 

(Bichurin et al., 2012; Fiebig, 2005; Fiebig and Spaldin, 2009; Fuentes et al., 2007; Nan et al., 

2008). 

Esta breve reseña del desarrollo de la investigación realizada sobre el efecto 

magnetoeléctrico muestra algunos de los principales resultados obtenidos por diferentes 

métodos teóricos y experimentales reportados. Con ella, se ofrece una idea del volumen de 

artículos publicados que existe, su creciente interés en el estudio del efecto magnetoeléctrico y 

pone en claridad nuevas perspectivas de investigación en el tema y la importancia de los 

compositos magnetoeléctricos. 
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1.2     Definición del problema 

 

En el desarrollo de compositos fibrosos magneto-electro-elásticos, el entendimiento y 

análisis de su microestructura, de los fenómenos de interacción entre sus constituyentes y de 

las propiedades productos que se disponen es crucial para obtener un mejor comportamiento 

macroscópico del composito y a su vez un uso satisfactorio ante los requerimientos óptimos de 

sus futuras aplicaciones. En este sentido, una temática de interés y motivación en esta tesis 

doctoral es 

 

El estudio del fenómeno de la imperfección en la interfaz entre  

los constituyentes de compositos magneto-electro-elásticos 

 y su influencia en las propiedades efectivas 

 

Para su solución se propone un modelo matemático basado en la Mecánica de Medios 

Continuos que nos permita determinar las propiedades efectivas de estos compositos bajo 

condiciones de contacto imperfecto en la interfaz a partir de elementos representativos del 

volumen (ERV) del composito. 

En esta propuesta doctoral, se presentan dos modelos fundamentales que describen la 

interfaz y que permiten el estudio del fenómeno de la imperfección en compositos fibrosos 

MEE (un modelo de contacto imperfecto y un modelo trifásico). Para la solución de ambos 

modelos se proponen dos métodos diferentes, uno totalmente analítico y el otro semi-analítico, 

basados en el método de homogeneización asintótica y en el método de los elementos finitos. 

Los resultados obtenidos servirán para una primera validación de los métodos aplicados. 

El propósito de esta tesis consiste en obtener un acercamiento entre la implementación 

de los métodos micromecánicos y los resultados experimentales a través del desarrollo de una 

nueva herramienta matemática que ayude en el diseño de experimentos en búsqueda de nuevos 

compositos cuyas propiedades sean las deseadas y estén optimizadas, y sean posibles de 

obtener en un número razonable de experimentos.  
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1.3     Originalidad y Justificación 

 

Con la presente tesis se propone desarrollar una nueva herramienta, a través de métodos 

micromecánicos y de simulación con base en el MHA y en el MEF, que ayude en el diseño de 

experimentos en búsqueda de nuevos materiales, donde el coeficiente de acoplamiento ME 

esté optimizado y sea posible de obtener con un número razonable de experimentos. Con ella 

se pretende, además, lograr una aplicación práctica basada en las técnicas micromecánicas a 

favor de la Ciencia de los Materiales, y así; desarrollar nuevos instrumentos que ayuden a la 

interpretación y entendimiento del funcionamiento de los materiales magnetoeléctricos. 

 

 La originalidad de este trabajo se basa principalmente en: 

 

i) El desarrollo de una nueva herramienta que ayude en el diseño de experimentos en 

búsqueda de nuevos materiales donde el coeficiente ME esté optimizado.  

ii) La predicción mediante modelos micromecánicos y de simulación numérica basados en 

el MHA y MEF de las propiedades efectivas de compositos MEE provistos de estructuras 

periódicas reforzados por fibras circulares. 

iii) La descripción de la influencia de la interfaz en las propiedades efectivas asociadas a 

los problemas locales correspondientes al problema de la magneto-electro-elasticidad lineal.  

iv) La descripción de la influencia de la distribución de los refuerzos fibrosos, materiales 

constituyentes y volúmenes de fracción en las propiedades efectivas del composito MEE. 

v) El desarrollo de un modelo semi-analítico con la posibilidad de representar compositos 

con variados tipos de estructuras. 
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1.4     Hipótesis  

 

Es posible describir numéricamente el efecto de la interfaz y la  

distribución de los refuerzos sobre las propiedades efectivas de compositos  

MEE mediante un método híbrido entre MHA−MEF 

 

1.5     Objetivos 

 

1.5.1     Objetivo general 

 

Generar un modelo semi-analítico basado en el método de homogeneización asintótica y el 

método de los elementos finitos para apoyar el diseño óptimo de compositos magneto-electro-

elásticos. 

 

1.5.2     Objetivos específicos 

 

• Desarrollar un modelo analítico basado en el método de homogeneización asintótica 

que permita el cálculo de propiedades efectivas antiplanas magneto-electro-elásticas de  

compositos bifásicos reforzados por fibras bajo la presencia de contacto imperfecto entre los 

constituyentes. 

 

• Generar un modelo analítico basado en el método de homogeneización asintótica que 

permita el cálculo de propiedades efectivas antiplanas magneto-electro-elásticas de 

compositos trifásicos fibrosos. 

 

• Confeccionar un modelo semi-analítico basado en el método de homogeneización 

asintótica y en el método de los elementos finitos para el cálculo de propiedades magneto-

electro-elásticas de compositos reforzados por fibras. 
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• Desarrollar la capacidad de modelación numérica mediante el método de los elementos 

finitos para calcular las propiedades efectivas magneto-electro-elásticas a partir de elementos 

representativos del volumen obtenidos experimentalmente. 
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2.      Fundamentos de la mecánica de materiales compuestos. Ecuaciones 

fundamentales 

 

2.1     Compositos 

 

Un composito o material compuesto se puede definir como la combinación debidamente 

dispuesta de dos o más materiales (llamados constituyentes) con propiedades físicas 

diferentes, e insolubles entre sí, que se unen sinérgicamente por medio de una mezcla, 

manteniendo íntegro cada componente para conformar un nuevo material. Este nuevo material 

puede constar de una matriz y otro u otros reforzantes (refuerzos), los cuales están 

determinados por una proporción entre ellos para obtener características y propiedades 

específicas y pueden identificarse físicamente gracias a la interfaz que existe entre ellos. 

Los compositos se describen de acuerdo a la conectividad entre sus constituyentes como: 

reforzados por partículas (Kuo and Kuo, 2012; Priya et al., 2007), laminados (Buchanan, 

2004; Chen et al., 2002; Ryu et al., 2001; Sreenivasulu et al., 2012; Yang et al., 2015) fibrosos 

(Berger et al., 2005; Harshe et al., 1993; Lee et al., 2005; Wu and Huang, 2000), porosos 

(Petrov et al., 2007), películas delgadas (nanoestructurados (Nan et al., 2005; Wang et al., 

2010; Zheng et al., 2004)), entre otros. 

 

 

Figura 2. Ejemplos de compositos: a) reforzados por partículas b) laminados c) fibrosos 

 

En los compositos, la base de su superioridad radica fundamentalmente, desde el punto 

de vista estructural, en sus propiedades efectivas y en la naturaleza heterogénea y anisótropa 
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de sus constituyentes. No obstante, aunque estas últimas características pueden verse como 

una desventaja, ya que para su estudio, se requiere de un análisis más complejo que para 

compositos isotrópicos y homogéneos convencionales, éstas proporcionan una mayor libertad 

para el diseño y una configuración óptima de nuevos compositos. En los compositos, en 

general, las heterogeneidades se presentan en escalas de longitud que son mucho más grandes 

que la escala atómica; sin embargo, son esencialmente homogéneos a escala macroscópica o al 

menos alguna escala intermedia. Su comportamiento global depende fuertemente del 

comportamiento de los constituyentes (propiedades y estructuras geométricas), de la 

distribución de los refuerzos en la matriz, de la fracción volumétrica de cada fase constitutiva, 

así como, de los fenómenos ocurridos en la escala de análisis (es decir; fenómenos de 

acoplamientos, de interfaz, entre otros). 

En este sentido, tres escalas de análisis (la nanoescala, la micro o mesoescala y la 

macroescala) han sido abordadas para el estudio de los compositos a partir de la Mecánica de 

Medios Continuos. El estudio de sus propiedades efectivas ha sido llevado a cabo en cada una 

de estas escalas mediante métodos micromecánicos, de simulación y/o experimentales aunque 

lo más recurrente es el desarrollo de métodos híbridos que permitan relacionar las propiedades 

a través de las diferentes escalas de análisis. 

 

2.2     Elementos representativos del volumen 

 

En el estudio de los compositos, definir apropiadamente un elemento representativo 

del volumen (ERV) o celda unitaria (CU) a partir de la microestructura del composito es de 

gran importancia. El ERV se considera como un volumen V  de material heterogéneo que 

constituye como un todo una parte estadísticamente representativa del composito, es decir, una 

muestra de todas las heterogeneidades microestructurales que se producen en el composito. 

Para el análisis de los compositos el ERV considerado debe contener suficiente 

información sobre la microestructura y ser una buena representación del continuo. Además, su 

longitud característica debe ser lo suficientemente apropiada en comparación con el tamaño de 

la microestructura para que represente el comportamiento general del composito en una buena 

manera; sin embargo, debe ser mucho menor que el cuerpo macroscópico (Hashin, 1983).  



 

16 

 

En la deducción de las propiedades efectivas de compositos, seleccionar un adecuado 

ERV que represente todas las características físicas y geométricas de las fases constitutivas del 

composito, es necesario y suficiente. En consecuencia, dos maneras de representar al 

composito mediante un ERV se consideran: i) como un ERV unitario o celda unitaria en una 

microestructura periódica o ii) como un volumen que contiene un conjunto suficientemente 

grande de elementos de la microescala que posea propiedades estadísticamente homogéneas y 

ergódicas (Kari, 2007). 

En este trabajo, compositos reforzados por fibras son representados mediante arreglos 

bi- o tridimensionales a través de ERVs unitarios y periódicos que reúnen en sí todas las 

propiedades físicas y geométricas del composito de interés. Esta consideración es 

fundamental, ya que permite que varios métodos micromecánicos puedan ser empleados con 

eficiencia, entre ellos, el MHA y el MEF. 

 

2.3     Ecuaciones fundamentales de la magneto-electro-elasticidad lineal 

 

En este trabajo, se considera un medio MEE  que ocupa una región acotada 3Ω ⊂ ℝ , 

con frontera cerrada ∂Ω  y volumen  V  que representa a un composito sólido fibroso, 

periódico y heterogéneo, definido en el sistema cartesiano de coordenadas { }1 2 3, ,x x x  y 

origen O, el cual exhibe un máximo acoplamiento lineal entre deformaciones mecánicas y los 

campos eléctrico y magnético. Para los compositos MEE, las ecuaciones constitutivas que lo 

describen en un medio Ω  se pueden describir como (Nan, 1994): 

ij ijkl kl kij k kij k
C e E q Hσ ε= − − ,          (2.1) 

i ikl kl ik k ik kD e E Hε κ α= + + ,         (2.2) 

i ikl kl ik k ik kB q E Hε α µ= + + ,         (2.3) 

expresiones que describen una relación lineal, descrita por componentes, entre el tensor de 

esfuerzos de segundo orden σ  y los vectores de desplazamiento eléctrico  D  y de inducción 

magnética  B  con el tensor de deformación de segundo orden ε  y los campos vectoriales 

eléctrico E y magnético H. En las Ecs. (2.1) − (2.3), se representan como: 
ijkl

C  a las 
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componentes del tensor de rigidez de cuarto orden considerando constantes los campos 

eléctrico E y magnético H, 
kij

e  a las componentes del tensor piezoeléctrico de tercer orden, 

medido a campo magnético  H  constante,  
kij

q   a las componentes del tensor piezomagnético 

de tercer orden, medido a campo eléctrico E constante, ikκ  a las componentes del tensor de 

permitividad eléctrica de segundo orden medido a deformación ε  y a campo magnético H 

constantes,  ikα  a las componentes del tensor magnetoeléctrico de segundo orden, medido a 

deformación  ε  constante y ijµ  a las componentes del tensor de permeabilidad magnética de 

segundo orden, medido a deformación ε  y campo eléctrico E constantes. Los subíndices 

, , ,i j k l   recorren los valores 1, 2, 3 . La suma de Einstein para índices repetidos está implícita. 

De la Ec. (2.1), se infiere que un cuerpo MEE se encuentra en un estado de esfuerzo 

excitado si está deformado o se encuentra bajo la acción de un campo eléctrico o magnético. 

En la Ec. (2.1), el primer sumando está relacionado con el aporte mecánico, el segundo con el 

aporte electro-mecánico y el tercero con el aporte magnetoestrictivo del cuerpo MEE. De la 

Ec. (2.2), se deduce que el desplazamiento eléctrico es causado por deformaciones o por la 

influencia del campo eléctrico o magnético. En la Ec. (2.2) el primer sumando caracteriza el 

efecto electro-mecánico, el segundo se asocia con un efecto puramente eléctrico y el tercero 

con un efecto magnetoeléctrico. En la Ec. (2.3), se induce cómo el flujo magnético es 

originado por deformaciones o por el efecto del campo eléctrico o magnético. En la Ec. (2.3), 

el primer sumando describe el efecto magnetostrictivo, el segundo es asociado al efecto 

magnetoeléctrico y el tercero con un efecto puramente magnético. 

Por otra parte, de acuerdo a la Teoría de la Elasticidad lineal aplicada a medios 

continuos, se conoce que las deformaciones lineales, en pequeñas deformaciones, pueden ser 

escritas en términos del vector de desplazamiento ( )1 2 3, ,u u u=u  mediante la relación de 

Cauchy (Saad, 2005), 

( ), , / 2kl k l l ku uε = + ,                     (2.4) 

y que la ecuación dinámica de equilibrio mecánico se define mediante la ecuación 

2 2
,ij j i iX u tσ ρ+ = ∂ ∂ ,                    (2.5) 
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siendo iX  las componentes de las fuerzas másicas que actúan sobre el cuerpo y ρ  es la 

densidad del medio.  En lo adelante, la notación ( ), jj
f f x≡ ∂ ∂  representa  la derivada parcial 

de   f   con respecto a la componente  j-ésima de la variable correspondiente.  

Además, de la teoría electrodinámica para una aproximación cuasi-estática, en ausencia 

de cargas eléctricas ( )0cρ =  y densidades de corriente eléctrica ( )0J = , las ecuaciones de 

Maxwell para los campos eléctrico y magnético resultan: 

0∇× =E ,                      (2.6) 

0∇⋅ =D ,             (2.7) 

0∇× =H ,             (2.8) 

0∇⋅ =B ,              (2.9) 

y las correspondientes relaciones entre los campos eléctrico E y magnético H  y sus 

respectivos potenciales eléctrico  φ   y magnético ψ  están dadas por componentes como 

sigue: 

k ,kE φ= − ,  k ,kH ψ= − .         (2.10) 

Por lo tanto, si se consideran la ecuación de equilibrio mecánico Ec. (2.5) y las 

divergencias Ecs. (2.7) y (2.9), si se asume que el problema en estudio es estático 

( )2 2 0iu tρ ∂ ∂ ≈  y que hay ausencia de las fuerzas másicas que actúan sobre el cuerpo ( iX

nulas), resultan las divergencias: 

0, 0, 0ij , j i ,i i ,iB Dσ = = = ,          (2.11) 

y finalmente, si combinamos la Ec. (2.11) con las Ecs. (2.1) − (2.10) se obtienen las 

ecuaciones diferenciales que describen al acoplamiento MEE en función de los 

desplazamientos y de los potenciales eléctricos y magnéticos en Ω : 

( ) 0ijlk l ,k kij ,k kij ,k , j
C u e qφ ψ+ + = ,        (2.12) 

( ) 0kij i ,k jk ,k jk ,k , j
e u κ φ α ψ− − = ,        (2.13) 

( ) 0kil i ,k jk ,k jk ,k , j
q u .α φ µ ψ− − =         (2.14) 

Las Ecs. (2.12) − (2.14), constituyen el sistema de ecuaciones fundamentales asociado a 
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la teoría de la magneto-electro-elasticidad lineal para una estructura heterogénea y periódica 

definida en un medio magneto-electro-elástico Ω . Siendo u , φ  y ψ  la solución del problema 

de contorno fuerte cuasi-estático representado, sujeto a las condiciones de frontera 

0
ij j in Fσ

∂
=

Ω
,    

i iD n Q−
∂

=
Ω

,    0i iB n
∂

=
Ω

,       (2.15) 

0 0 0, ,φ φ ψ ψ
∂ ∂ ∂

= = =
Ω Ω Ω

u u ,        (2.16) 

siendo 0u , 0φ  y 0ψ  funciones infinitamente diferenciales en Ω  que representan a los 

desplazamientos y a los potenciales eléctricos y magnéticos superficiales. 0
i

F  y Q  representan 

a las componentes de las fuerzas y las cargas eléctricas superficiales respectivamente.  Las  in  

son las componentes del vector normal unitario 1 2 3( , , )n n nn = .  En la formulación descrita en 

Ecs. (2.12) − (2.16) las propiedades materiales son funciones periódicas y dependientes de la 

posición global  ( )1 2 3, ,x x x=x . Además, satisfacen las propiedades de simetría 

ijkl klij jikl ijlk kij kji kij kji ij ji
C C C C , e e , q q , κ κ= = = = = = , 

ij ji
α α=  y 

ij ji
µ µ= ,   (2.17) 

y de elipticidad 

( ) ( )
( )

2 23 3
1 1

23
2 2

0 E 0

                           0

ijkl ij kl ij i j

ij i j

c C c , c a a a c a ,

c b bb c b ,

ε ε ε ε ε κ ε

µ ε

∃ > ∀ ∈ ≥ ∃ > ∀ ∈ ≥

∃ > ∀ ∈ ≥

x x

x

ℝ

ℝ
  (2.18) 

Siendo c, 1c  y 2c  constantes reales positivas para cualquier ∈Ωx  y 3E es el espacio de las 

matrices simétricas de tercer orden. 

 

2.4     La interacción entre los constituyentes 

 

Uno de los aspectos importantes para estudiar el comportamiento global de los 

compositos fibrosos, es tener en cuenta la interacción entre los refuerzos y la matriz. En 

muchos casos, las condiciones de la interacción entre los refuerzos y la matriz son uno de los 

factores más importantes en el análisis y control de las propiedades de los compositos. Su 

debilitamiento puede provocar un debilitamiento de las propiedades del composito y afectar su 

eficiencia, por ejemplo: puede afectar su repuesta mecánica, electromecánica y 

magnetoeléctrica, entre otras. Aunque además, el debilitamiento de las propiedades puede 
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estar afectado por la porosidad del composito, así como, por las afectaciones que sufren los 

refuerzos al ser sometidos a diferentes tratamientos (estiramientos, compresiones u otros) a 

diferentes temperaturas (Espinosa-Almeyda et al., 2011). 

La región de interacción entre los refuerzos y la matriz puede constituirse por una capa 

débil o lámina fina que se forma debido a la unión imperfecta entre dos fases adyacentes 

(Figura 3). También, puede representarse por una interfase introducida durante el proceso de 

manufactura del composito para mejorar las propiedades del mismo, o para proteger a los 

refuerzos de la interacción directa con la matriz, o para representar el efecto de los daños 

ocurridos durante la interacción. En este caso, el composito puede analizarse como un material 

trifásico donde la nueva fase intermedia estaría determinada por las propiedades de sus 

constituyentes y del grosor que se le asigne (Figura 4) (Espinosa-Almeyda et al., 2011; 

Espinosa-Almeyda et al., 2014; Hashin, 2002; López-Realpozo, 2012). 

 

Figura 3. Idealización de la interfaz en un composito fibroso como una región de contacto 

imperfecto de tipo resorte para un composito bifásico (spring model). 

 

En el análisis de la interacción refuerzos-matriz, las energías transferidas entre los 

constituyentes dependen en buena medida y a su vez son determinadas por el grado y tipo de 

contacto en la interfaz. Por tal motivo, desarrollar modelos micro-mecánicos que simulen el 

comportamiento real de los compositos y de los efectos provocados en la interfaz es una 

necesidad fundamental para el estudio de los mismos (Aboudi, 1991; López-Realpozo, 2012) 
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Figura 4.  Idealización de la interfaz en un composito fibroso como una interfase o mesofase 

en un composito trifásico (three-phase model). 

 

En la literatura, dos descripciones fundamentales son consideradas para el análisis de la 

región de interacción entre los refuerzos y la matriz. La primera hace referencia a una zona de 

contacto entre los constituyentes (llamada interfaz (en Inglés: Interface)), mientras que la 

segunda alude a una región que se crea entre los constituyentes (llamada interfase o mesofase 

(en Inglés: Interphase)) producto de diversas causas, de forma accidental o provocada por el 

diseño del composito. Una unión perfecta o interfaz perfecta es una idealización que puede ser 

inadecuada para la descripción de la naturaleza física y el comportamiento mecánico de esta 

región. Sin embargo, una unión imperfecta entre los constituyentes es una situación compleja 

más real caracterizada por porosidades, micro-grietas que surgen debido a cargas térmicas y/u 

otras anomalías que podrían describir más exactamente la condición en la interfase. Por lo 

tanto, la complicada descripción de la interfaz sigue motivando a la necesidad de introducir 

nuevos enfoques teóricos simplificados que simulen el comportamiento real de compositos 

idealizados, así como, los efectos causados en la interacción refuerzos-matriz durante la 

fabricación de un nuevo composito (Espinosa-Almeyda et al., 2017b; Jasiuk and Tong, 1989; 

Otero et al., 2014; Wang and Pan, 2007; Würkner et al., 2013).  

En el estudio del efecto de una interfaz imperfecta entre los refuerzos y la matriz, lo más 

común planteado, es que las condiciones de contacto imperfecto se determinen por parámetros 

de imperfección que representan el grado de adhesión en las direcciones normales y 

tangenciales de la interfaz. En general, la existencia de discontinuidades de los 
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desplazamientos y/o esfuerzos sobre la interfaz es representada por leyes lineales y no lineales, 

en términos de los parámetros constantes de imperfección de tipo resorte (el modelo que lo 

caracteriza se conoce como modelo de contacto imperfecto de tipo resorte (Spring model)). La 

idealización del contacto perfecto, así como la desaparición de las interfaces y, por tanto, el 

desacople del composito se obtienen como casos particulares para diferentes valores de estos 

parámetros de imperfección (ver Figura 3) (Benveniste, 1985; Hashin, 1990, 1991a, b; Jasiuk 

and Tong, 1989; Kuo and Huang, 2016; López-Realpozo, 2012; Wang et al., 2005; Wang and 

Pan, 2007). 

En el presente trabajo, dos modelos se desarrollan para ilustrar la influencia del efecto de 

la interfaz en las propiedades efectivas de compositos fibrosos en los que el efecto de 

acoplamiento ME esté presente. El primero, un modelo bifásico con contacto imperfecto o 

modelo de imperfección, en el cual se describe una interfaz perfecta o imperfecta entre los 

refuerzos y la matriz (ver Figura 3). El segundo, un modelo trifásico o modelo de interfase, 

donde la presencia de una región activa, como una interfase o mesofase, entre los refuerzos y 

la matriz exista (ver Figura 4). Esta última representación (modelo trifásico) es una real y 

excelente aproximación para el análisis de los fenómenos complejos que pueden ocurrir en la 

región de interacción. Además, es útil para caracterizar a compositos bifásicos bajo 

consideración de contacto imperfecto entre los refuerzos y la matriz y permite extender la 

temática de estudio a nuevos compositos (Hashemi, 2016; Hashin, 1991a, 2002; Wang et al., 

2005; Yan et al., 2013; Zhong et al., 2015). 

 

2.4.1  Condiciones sobre la interfaz: modelo bifásico con contacto imperfecto o modelo 

imperfecto 

 

En el modelo bifásico con contacto imperfecto o modelo de imperfección, para el 

análisis de la interfaz, el medio Ω , MEE, se describe como un composito fibroso bifásico 

(fibra/matriz) y periódico de manera tal que existen condiciones de contacto imperfecta en 

toda la región de interacción entre las dos fases adyacentes Sγ  ( )1, 2γ = , denotada por Γ . En 

este modelo, se tiene en cuenta la descripción formal reportada por Wang y Pan (2007) sobre 

la interfaz imperfecta para compositos MEE. Aquí, condiciones de contacto imperfecto 
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mecánico, eléctrico y magnético son consideradas simultáneamente entre los refuerzos 

fibrosos y la matriz, es decir: Las componentes normales de los esfuerzos, del desplazamiento 

eléctrico y del flujo magnético son continuas pero los desplazamientos y los potenciales 

eléctricos y magnéticos son discontinuos a través de la interfaz. Los saltos de los 

desplazamientos y de los potenciales eléctricos y magnéticos son proporcionales, en términos 

de parámetros de imperfección, a las componentes normales de los esfuerzos, del 

desplazamiento eléctrico y del flujo magnético, respectivamente (Espinosa-Almeyda et al., 

2017b; Espinosa-Almeyda et al., 2011; Wang and Pan, 2007). 

 Las imperfecciones definidas en Γ  son una generalización natural del modelo de tipo 

resorte (‘‘the linear spring layer model’’). Se representan por medio de un resorte, un capacitor 

y un inductor respectivamente y se miden en términos de un factor lineal de tipo resorte K
⌢

, de 

un parámetro M
⌢

 (físicamente: la capacitancia, considerando la interfaz como un capacitor) y 

de un parámetro N
⌢

 (físicamente: la inductancia, considerando la interfaz como un inductor) a 

través de las relaciones: 

[[ ]] 0, [[ ]] 0, [[ ]] 0
ij j i i i i

n D n B nσ = = = ,                                                         sobre Γ ,  (2.19) 

( ) 1( ) ( ) 1 [[ ]]
ij j i

n K u
γγ γσ += −
⌢

,  ( )( ) ( ) 1  [[ ]]
i i

D n M
γγ γ φ= −
⌢

, ( )( ) ( ) 1 [[ ]]i iB n N
γγ γ ψ= −
⌢

,  sobre Γ ,  (2.20) 

En las Ecs. (2.19) y (2.20) las combinaciones de los parámetros no negativos K
⌢

, M
⌢

 y N
⌢

 

identifican todos los posibles tipos de imperfecciones existentes sobre la interfaz. Una interfaz 

perfecta o contacto perfecto entre las fases se corresponde con valores de K
⌢

, M
⌢

 y N
⌢

 

infinitamente grandes simultáneamente y la interpretación física de un desacople o ruptura 

total del composito es concebida cuando 0K M N= = =
⌢ ⌢ ⌢

 (Espinosa-Almeyda, et al. 2011). La 

notación ( )f γ  denota que la función  f  está definida en el medio γ  con 1, 2γ = . 

(1) (2)[[ ]]f f f= −  describe el salto de la función   f   a través de la interfaz tomada desde la 

matriz (1)f  hasta la fibra (2)f .  Las in  son las componentes del vector normal sobre la 

interfaz Γ . 
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2.4.2     Condiciones sobre la interfaz: modelo trifásico o modelo de interfase 

 

En el modelo trifásico o modelo de interfase, para el análisis de la interfaz, el medio Ω

se describe como un composito fibroso trifásico (fibra/interfase/matriz) y periódico, de manera 

tal que existen condiciones de contacto perfectas en toda la región de interacción entre las 

fases adyacentes  fibra/interfase  1Γ  e  interfase/matriz 2Γ ,  es decir:  A lo largo de cada 

interfaz sΓ ( 1,2)s = , las componentes normales de los esfuerzos, del desplazamiento eléctrico 

y del flujo magnético, así como, los desplazamientos, y los potenciales eléctricos y magnéticos 

son continuos a través de la interfaz. Por lo tanto, las condiciones de contacto perfecto se 

definen a través de las siguientes relaciones como: 

[[ ]] 0, [[ ]] 0, [[ ]] 0ij j s i i s i i sn D n B nσ = = = ,                     sobre sΓ    (2.21) 

[[ ]] 0, [[ ]] 0, [[ ]] 0i s s su φ ψ= = = ,                                   sobre sΓ               (2.22) 

En las Ecs. (2.21) y (2.22), la notación [[ ]] 0sf =  describe el salto de la función   f   a  través 

de la interfaz sΓ , o sea: (1) (2)
1[[ ]]f f f= −  en 1Γ , y (2) (3)

2[[ ]]f f f= −  en 2Γ . En la 

literatura, existen muchos trabajos que desarrollan diferentes modelos de interfases para el 

estudio de las inclusiones recubiertas en compositos trifásicos o multifásicos elásticos, 

piezoeléctricos y MEE, entre otros (Hashemi, 2016; Hashin, 1990; Kuo and Pan, 2011; Sladek 

et al., 2017; Xu and Xiao, 2016). 

 

2.5     Problemas de deformación plana y antiplana 

 

En el estudio de las propiedades efectivas de los compositos, la realidad física que los 

describe mediante la mecánica de sólidos es tridimensional. Sin embargo, obtener soluciones 

aproximadas mediante la reducción del número de variables que lo describen y en 

consecuencia, de las dimensiones del mismo es una solución factible y práctica para el análisis 

de los mismos. Por lo tanto, aplicar condiciones teóricas que representen las relaciones de 

esfuerzo-deformación y que permitan su descripción estructural en dependencia del grado de 

anisotropía es útil para obtener una mejor y aceptable descripción del sólido analizado. La 
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aproximación obtenida de la solución será mucho mejor cuanto más nos ajustemos a la 

configuración del problema a resolver. En este trabajo, en aras de simplificar el análisis de las 

propiedades efectivas de compositos MEE en relación a la geometría representada, una 

generalización al caso MEE de los estados de deformación plana y antiplana de la Teoría de la 

Elasticidad lineal es considerada, de manera que: 

a) Un cuerpo sólido está en estado de deformación plana, en un plano paralelo al plano 

1 2X X ,  y con campos eléctricos y magnéticos antiplanos perpendiculares al plano 1 2X X , si se 

cumple lo siguiente: 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2, , ,u u x x u u x x= =   y  ( )3 3 1 2, 0u u x x= ≡ ,     (2.23) 

( ) ( )1 2 1 2, , ,x x x xφ φ ψ ψ= = ,         (2.24) 

es decir, si en todos los puntos del sólido el desplazamiento en la dirección 3x  es nulo, y 

además, los desplazamientos 1u  y 2u , y los potenciales φ  y ψ  son independientes de la 

coordenada 3x . 

El otro estado, que es de interés especial para el estudio desarrollado (Camacho-Montes et al., 

2009; Nemat-Nasser and Hori, 1993), asume que: 

b) Un cuerpo sólido está en estado de deformación antiplana, perpendicular a un plano 

paralelo al plano 1 2X X  y con campos eléctricos y magnéticos planos paralelos al plano 1 2 ,X X  

si se satisface: 

( ) ( )1 1 2 2 1 2, 0, , 0u x x u x x≡ ≡    y  ( )3 3 1 2,u u x x= ,      (2.25) 

( ) ( )1 2 1 2, , ,x x x xφ φ ψ ψ= = ,        (2.26) 

es decir, si en todos los puntos del sólido los desplazamientos en las direcciones 1x  y 2x  son 

nulos, y además, el desplazamiento 3u  es independiente de la coordenada 3x . 

 

2.6     Sistemas cristalinos y Redes de Bravais 

 

En el estudio de los compositos periódicos la implicación del efecto de la simetría 

estructural sobre las propiedades macroscópicas del composito es un punto fundamental. Por 
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lo que, conocer la estructura cristalina de los mismos es de utilidad para poder entender los 

distintos tipos de materiales, y por ende, el comportamiento de sus propiedades. 

Los materiales sólidos cristalinos se pueden clasificar de acuerdo a su estructura 

periódica, es decir, de acuerdo a la regularidad con que se sitúan los átomos o iones, unos 

respecto de otros. La distribución atómica en sólidos cristalinos puede describirse mediante 

una red espacial determinada unívocamente por un sistema de coordenadas donde se 

especifican las posiciones atómicas por medio de una celda unitaria que se repite y que posee 

las propiedades del material correspondiente, llamadas Redes de Bravais. Tales sistemas de 

coordenadas se conocen como: Sistemas cristalinos. 

Los sistemas cristalinos se diferencian entre sí por las longitudes de los vectores básicos 

{ }1 2 3, ,a a a , así como por los ángulos entre ellos. La base determinada por { }1 2 3, ,a a a  se 

conoce como base cristalográfica. Las características de los sistemas cristalinos se resume en 

la Tabla 1. 

 

Sistemas cristalinos Base cristalográfica  

Triclínico  1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a α α α  

Monoclínico o
1 2 3 2 1 3, , , 90a a a α α α≠ = =  

Ortorrómbico o
1 2 3 1 2 3, , , 90a a a α α α= = =  

Tetragonal o
1 2 3 1 2 3, , 90a a a α α α= = = =  

Romboédrica (Trigonal) o
1 2 3 1 2 3, 90a a a α α α= = = = ≠  

Hexagonal o o
1 2 3 1 2 3, , 90 , 120a a a α α α= = = =  

Cúbico  o
1 2 3 1 2 3, 90a a a α α α= = = = =  

Tabla 1. Sistemas cristalinos 

 

En los sistemas cristalinos la base y su celda unitaria se denotan primitivas si les 

corresponde un volumen mínimo entre aquellas cuya repetición generan al cristal. En el 

espacio tridimensional existen en total catorce tipos de celdas y redes diferentes por su 

geometría (Redes de Bravais) definidas a partir de los ángulos entre ejes, la magnitud de los 

vectores básicos y la centralización. En la Figura 5 se representan de manera gráfica las Redes 

de Bravais. Aquí,  P  denota una celda primitiva o simple en la que los puntos reticulares solo  
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Figura 5. Sistemas cristalinos y Redes de Bravais. 

 

se ubican en los vértices del paralelepípedo y R denota la celda primitiva solo en el caso 

trigonal o romboédrico. I  denota una celda centrada en el cuerpo, o sea, una celda que tiene 

un punto reticular en el centro de la celda, además de los vértices y F denota una celda 

centrada en las caras, o sea, que tiene puntos reticulares centrados en las caras, además de los 

vértices. Si sólo tienen puntos reticulares en las bases, se designan con las letras A, B o C 

según sean las caras que tienen los dos puntos reticulares (Fuentes Cobas and Fuentes 

Montero, 2008). 
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2.7     Simetría estructural de los materiales 

 

En el estudio de los compositos, un análisis fundamental a desarrollar es la 

caracterización del efecto de la simetría de los constituyentes, de la microestructura, del 

volumen de fracción y de la estructura geométrica de sus refuerzos en las propiedades 

efectivas. Por lo tanto, determinar el comportamiento de los compositos a partir de un número 

mínimo de propiedades independientes que describen a la propia simetría del mismo es una de 

las tareas más importantes. Los compositos, de acuerdo a la simetría de sus propiedades, se 

pueden clasificar en: monoclínicos, ortotrópicos, transversalmente isotrópicos e isotrópicos. 

En un medio MEE, los esfuerzos y los campos de desplazamientos eléctrico y magnético 

están en relación lineal con las deformaciones y con los campos eléctrico y magnético a través 

de las leyes constitutivas, Ecs. (2.1) − (2.3), y a su vez, gobernados por la simetría propia de 

cada propiedad material y por la simetría de sus materiales constituyentes.  

El caso más general, asociado a un composito MEE anisotrópico (no posee ninguna 

simetría mínima respecto al alineamiento de los refuerzos fibrosos), la matriz simétrica de 

propiedades a nivel macroscópico, Ec. (2.27), resulta de acuerdo a las Ec. (2.1) − (2.3) y a las 

propias simetrías de las propiedades materiales.  

1111 1122 1133 1123 1113 1112 111 211 311 111 211 311

2211 2222 2233 2223 2213 2212 122 222 322 122 222 322

3311 3322 3333 3323 3313 3312 133 233 333 133 233 333

2311 2322 2333 2323 2313 2312 123 223

C C C C C C e e e q q q

C C C C C C e e e q q q

C C C C C C e e e q q q

C C C C C C e e 323 123 223 323

1311 1322 1333 1323 1313 1312 113 213 313 113 213 313

1211 1222 1233 1223 1213 1212 112 212 312 112 212 312

111 122 133 123 113 112 11 12 13 11 12 13

211 222 233 223 213 212 21 22 23

e q q q

C C C C C C e e e q q q

C C C C C C e e e q q q

e e e e e e

e e e e e e

κ κ κ α α α
κ κ κ α21 22 23

311 322 333 323 313 312 31 32 33 31 32 33

111 122 133 123 113 112 11 12 13 11 12 13

211 222 233 223 213 212 21 22 23 21 22 23

311 322 333 323 313 312 31 32 33 31 32 33

e e e e e e

q q q q q q

q q q q q q

q q q q q q

α α
κ κ κ α α α
α α α µ µ µ
α α α µ µ µ
α α α µ µ µ

 
 
 
 














 
















  (2.27)  

En este caso, correspondiente a un composito triclínico, el comportamiento del composito 

MEE es descrito a través de 75 coeficientes independientes: 21 coeficientes de rigidez, 18 
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coeficientes piezoeléctricos, 18 coeficientes piezomagnéticos, 6 coeficientes dieléctricos, 6 

coeficientes magnetoeléctricos y 6 coeficientes magnéticos. Además, las propiedades físicas 

son dependientes de la dirección: 

En los compositos MEE monoclínicos 2 la simetría es caracterizada por un solo plano 

de simetría. Si el plano de simetría es tomado paralelo al plano 1 2X X , en el sistema de 

coordenadas de referencia del composito, la matriz simétrica de propiedades asociada a nivel 

macroscópico resulta: 

1111 1122 1133 1112 311 311

2211 2222 2233 2212 322 322

3311 3322 3333 3312 333 333

2323 2313 123 223 123 223

1323 1313 113 213 113 213

1211 1222 1233 1212 312 312

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

C C C C e q

C C C C e q

C C C C e q

C C e e q q

C C e e q q

C C C C e q

123 113 11 12 11 12

223 213 21 22 21 22

311 322 333 312 33 33

123 113 11 12 11 12

223 213 21 22 21 22

311 322 333 312 33 33

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

e e

e e

e e e e

q q

q q

q q q q

κ κ α α
κ κ α α

κ α
α α µ µ
α α µ µ

α µ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.  (2.28) 

Por tanto, el comportamiento del composito es descrito por 41 coeficientes 

independientes: 13 coeficientes de rigidez, 8 coeficientes piezoeléctricos, 8 coeficientes 

piezomagnéticos, 4 coeficientes dieléctricos, 4 coeficientes magnetoeléctricos y 4 coeficientes 

magnéticos.  

En los compositos ortotrópicos, la simetría es definida por tres planos de simetría 

mutuamente ortogonales. En ellos, las tensiones normales se aplican en las direcciones 

principales que se definen de la intersección de los planos de simetría. Por lo tanto, la matriz 

simétrica asociada a nivel macroscópico es dada por la Ec. (2.29). De acuerdo a la Ec. (2.29), 

el comportamiento del composito es descrito por 28 coeficientes independientes: por 9 

coeficientes de rigidez, 5 coeficientes piezoeléctricos, 5 coeficientes piezomagnéticos, 3 

coeficientes dieléctricos, 3 coeficientes magnetoeléctricos y 3 coeficientes magnéticos. 
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1111 1122 1133 311 311

2211 2222 2233 322 322

3311 3322 3333 333 333

2323 223 223

1313 113 113

1212

113 11 11

223 22 22

311 322 333

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

C C C e q

C C C e q

C C C e q

C e q

C e q

C

e

e

e e e

κ α
κ α

33 33

113 11 11

223 22 22

311 322 333 33 33

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

q

q

q q q

κ α
α µ

α µ
α µ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,  (2.29) 

En los compositos MEE transversalmente isotrópicos, la simetría se determina por un 

plano de isotropía. En este caso, este plano transversal tiene infinitos planos normales de 

simetría, y por lo tanto, dentro de este plano las propiedades del material son las mismas en 

todas las direcciones. De coincidir el eje de simetría con el eje 3Ox  del sistema de referencia, 

la matriz simétrica asociada a nivel macroscópico resulta: 

1111 1122 1133 311 311

1122 2222 2233 322 322

1133 2233 3333 333 333

2323 223 223

1313 113 113

1212

113 11 11

223 22 22

311 322 333

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

C C C e q

C C C e q

C C C e q

C e q

C e q

C

e

e

e e e

κ α
κ α

33 33

113 11 11

223 22 22

311 322 333 33 33

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

q

q

q q q

κ α
α µ

α µ
α µ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,  (2.30) 

Siendo ( )1212 1111 1122 2C C C /= − . En los compositos MEE transversalmente isotrópicos el 

comportamiento es descrito por 17 coeficientes independientes: 5 coeficientes de rigidez, 3 

coeficientes piezoeléctricos, 3 coeficientes piezomagnéticos, 2 coeficientes dieléctricos, 2 



 

31 

 

coeficientes magnetoeléctricos y 2 coeficientes magnéticos, de manera tal que las propiedades 

materiales independientes no nulas, satisfacen: 

1111 2222C C= , 3333C , 1122C , 1133 2233C C= , 2323 1313C C=  con ( )1212 1111 1122 2C C C /= − , 113 223e e= , 

311 322e e= , 333e , 113 223q q= , 311 322q q= , 333q , 11 22κ κ= , 33κ , 11 22α α= , 33α , 11 22µ µ=  y 33µ . 

En los compositos isotrópicos, las propiedades son iguales en todas las direcciones e 

independientes de la selección de los ejes de referencias. Por ende, un composito isotrópico 

contiene un número infinito de planos de simetría de propiedades materiales pasando por un 

punto. El comportamiento de estos compositos MEE es descrito por 5 coeficientes 

independientes: 2 coeficientes de rigidez, 1 coeficiente dieléctrico, 1 coeficiente 

magnetoeléctrico y 1 coeficiente magnético, de tal manera que las componentes no nulas son: 

1111 2222 3333C C C= = , 1122 1133 2233C C C= = , ( )2323 1313 1212 1111 1122 2C C C C C /= = = − , 11 22 33κ κ κ= = , 

11 22 33α α α= =  y 11 22 33µ µ µ= = . 

 

2.8     Materiales constituyentes 

 

En este trabajo, diferentes compositos fibrosos magneto-electro-elásticos cuyas fases son 

piezoeléctricas y/o piezomagnéticas son considerados para la estimación de sus propiedades 

efectivas. Para ello, distintos materiales constituyentes han sido tomados en cuenta para las 

simulaciones numéricas. En la Tabla 2, se reportan los valores de las propiedades elásticas, 

piezoeléctricas, piezomagnéticas, dieléctricas y magnéticas de los materiales constituyentes 

usados para los cálculos y los análisis desarrollados. Nótese que, en los constituyentes 

piezoeléctricos (piezomagnéticos) las propiedades piezomagnéticas (piezoeléctricas) tienen 

valores nulos, y en ambos constituyentes, las propiedades magnetoeléctricas son nulas. 

El titanato de bario (BTO), uno de los materiales electrocerámicos clásicos existente, 

es un material cerámico ferroeléctrico con propiedades piezoeléctricas. Debido a sus 

propiedades dieléctricas es un candidato básico para la fabricación de condensadores 

cerámicos multicapa. El BTO cristaliza con una estructura cristalina tipo titanato de calcio 

( )3CaTiO  conocida como estructura perovskita cúbica simple (de 120 oC a 1460 oC) con 

grupo espacial  Pm3m, (ver Figura 6). Su distribución espacial es dada de la siguiente manera: 
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los átomos de titanio y los de bario están ubicados en los vértices y en el centro del cubo, 

respectivamente. Los átomos de oxígeno están dispuestos en el centro de cada cara del cubo. 

 

  
3

(

BaTiO

BTO)
 2 4CoFe O

  (CFO)
 

Terfenol-D

     (TD)
 

Galfenol

(% Ga =19)

H =10 Oe

 

1111 (GPa)C  166 286 31.1 8.5409 

1122 (GPa)C  77 173 15.2 0.65448 

1133 (GPa)C  78 175.5 15.2 3.908 

3333 (GPa)C  162 269.5 35.6 28 .322  

1313 (GPa)C  43 45.3 13.6 5.5556 
2

311 (C/m )e  − 4.4 0 0 0 
2

333 (C/m )e  18.6 0  0 0 
2

113 (C/m )e  11.6 0  0 0 
2 2

11(C /Nm )κ  11.2 x10-9 0.08 x10-9 0.05 ∞ 
2 2

33 (C /Nm )κ  12.6 x10-9 0.092 x10-9 0.05 ∞ 

311(N/Am)q  0 580 .3  156.8 −444.3678 

333 (N/Am)q  0 699.7 −60.9 −102.7126 

113 (N/Am)q  0 550 108.3 155.5556 
2 2

11(Ns /C )µ  5.0 x10-6 590 x10-6 5.4 x10-6 1.3 x10-6 
2 2

33 (Ns /C )µ  10.0 x10-6 157 x10-6 5.4 x10-6 5.3 x10-6 

Tabla 2. Propiedades materiales de los constituyentes. 

 

A temperatura ambiente, por debajo de 120 oC  y hasta aproximadamente 5 oC, tiene una 

estructura cristalina tetragonal con un grupo espacial P4mm. En este rango de temperatura, 

aparece una polarización espontánea, siendo la dirección de polarización la  <100>. Esta 

polarización espontánea es la que provoca en el BTO el comportamiento piezoeléctrico. 

Además, si está en forma pura es un buen aislante eléctrico con una resistividad comprendida 

entre 12 oh10 m cm⋅ y 14 oh10 m cm⋅ . Sin embargo, es considerado un composito polifórmico, 

ya que, a otras temperaturas, presenta otras estructuras cristalinas, por ejemplo: a temperaturas 

mayores que  1460 oC  su estructura es hexagonal; por debajo de 5 oC  y  hasta − 90 oC  

aparece en BTO una fase con estructura ortorrómbica cuyo grupo espacial es C2mm y por 

debajo de  − 90 oC  obtenemos la romboédrica  (Caballero et al., 1994; Fernández et al., 2010).  
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Figura 6. Estructura perovskita cúbica simple del BTO. 

 

La ferrita de cobalto (CFO) es un material que pertenece a una amplia clase de 

materiales magnéticos duros con una gran importancia para la tecnología. Es muy bien 

conocido por su alta coercitividad y por su moderada magnetización de saturación, lo cual lo 

hace un buen candidato para la confección de imanes útiles en neveras y altavoces, para 

dispositivos de grabación magnética, etc. Además, es un material con una buena estabilidad 

química, resistencia al desgaste, dureza mecánica y buen aislante eléctrico (Franco and e Silva, 

2010).  La CFO es un óxido doble de hierro (III) y cobalto (II), químicamente definido como 

CoFe2O4  la cual presenta una estructura tipo espinela inversa con un grupo espacial Fd3m. La 

celda unitaria de una espinela inversa es una red cúbica centrada en las caras (FCC) de aniones 

de oxígeno, en la cual además, los iones de hierro (III) ocupan todas las posiciones (huecos) 

tetraédricas y la mitad de las octaédricas, mientras que los iones cobalto (II) ocupan la otra 

mitad de las posiciones octaédricas. Más detalles acerca de la CFO pueden encontrarse en las 

Refs.: (Franco and e Silva, 2010; Inoue et al., 2014; Rao et al., 2015). 

El terfenol-D (TD) es una aleación compuesta de tres diferentes metales: terbio (Te), 

disprosio (Dy) y hierro (Fe), cuya fórmula química es (1 ) 2Tb Dy Fex x− , con 0 3x .≈ . Es el 

material más magnetoestrictivo que existe a temperatura ambiente. Su magnetoestrictividad 

está intrínsecamente relacionada a su estructura cristalina, por lo cual no se desvanece con el 

tiempo o con el uso. Por encima de la temperatura de Curie tiene una simetría cúbica y es 
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paramagnético aunque por debajo de la temperatura de Curie es ferromagnético y su simetría 

puede ser tetragonal o romboédrica en dependencia de su composición. El TD es un material 

que alcanza su más alto acoplamiento magnetoestrictivo y la máxima permeabilidad 

magnética cerca de la frontera morfotrópica entre las fases tetragonal y romboédrica producto 

al cambio de estructura cristalina de la fase tetragonal a la romboédrica, cuando el volumen de 

fracción de (1 ) 2D y Fex−  es aproximadamente 0.7. Además, tiene una temperatura de Curie de 

380 oC, lo que le permite un rendimiento magnetoestrictivo mayor a 1000 ppm a una 

temperatura ambiente de  200 oC.  El  TD  usualmente funciona como un actuador en lugar de 

una cosechadora de energía (Branwood et al., 1987; Giurgiutiu and Lyshevski, 2016; Zhou et 

al., 2016). Con cierta frecuencia el TD es mezclado con algún polímero para mejorar su 

maniobrabilidad. En nuestro trabajo, el material constituyente magnetostrictivo, definido 

comúnmente en la literatura también como terfenol-D dado en la Tabla 2, es un composito que 

resulta de una combinación TD puro con epoxy, por lo tanto, sus propiedades se diferencian 

en cierta medida de las propiedades del TD puro.  

 El galfenol (Fe-Ga), es un material magnetoestrictivo estructural único, producto de 

una aleación de hierro y galio, desarrollada por Clark y colaboradores, que presenta un alto 

acoplamiento magnetomecánico combinado propiedades estructurales similares al acero. Este 

tipo de aleaciones (composiciones de Fe-Ga de acuerdo con el porcentaje en peso de galio 

menor a 20 % ) resultan ser mecanizables fácilmente, dúctiles y se pueden soldar, por lo cual, 

pueden ser útiles para dispositivos innovadores que usen sus propiedades estructurales, así 

como sus capacidades magnetoestrictivas, por ejemplo: actuadores, sensores, cosechadoras de 

energía, etc. El galfenol, en general, es una aleación que posee una magnetostricción 

moderada  bajo la acción de un campo magnético muy bajo, por lo que demuestra una alta 

resistencia a la tracción y una variación limitada en las propiedades magnetomecánicas para 

temperaturas  entre  −20 oC  y  80 oC  (Atulasimha and Flatau, 2011; Clark et al., 2003). En los 

compositos ME puede considerarse como fase magnetoestrictiva, determinada por una 

simetría de cristal cúbica Im3m , donde los átomos de galio son sustituidos aleatoriamente a 

través de la estructura reticular. En el galfenol, la simetría magnética se puede considerar 

como tetragonal I4/mm m′ ′ , teniendo en cuenta que la simetría cúbica BCC del hierro presenta 
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el mismo grupo espacial magnético (Fuentes Cobas and Fuentes Montero, 2008; Fuentes-

Cobas et al., 2011). 

 

2.9     Método de homogeneización asintótica a doble escala 

 

En la predicción de las propiedades efectivas de compositos multifásicos, el desarrollo 

de modelos micromecánicos y de simulación numérica con base en la mecánica de medios 

continuos ha jugado un papel fundamental. En este sentido, la teoría de homogeneización a 

través de diferentes técnicas o modelos, ha permitido la caracterización de compositos 

periódicos basándose en el conocimiento de las propiedades de sus materiales constituyentes, 

de las interfaces desarrolladas y de su microestructura. 

En general, la teoría de la homogeneización nos permite la determinación de adecuadas 

ecuaciones diferenciales parciales homogeneizadas (o promediadas) que describen, en buena 

aproximación, a los procesos físicos que ocurren en compositos heterogéneos cuando la escala 

de longitud de las heterogeneidades tiende a cero. De manera tal, que las propiedades 

macroscópicas o efectivas del composito se definen a partir de promedios ponderados de las 

propiedades y características de la microestructura (Torquato, 2002). 

Las técnicas o modelos de homogenización, en general, consideran que el objeto de 

estudio es caracterizado por un medio macroscópico, definido en una macro-escala, y que las 

propiedades físicas y estructurales de los materiales constituyentes y las heterogeneidades se 

definen como estructuras a otro nivel de escala inferior o menor: micro, nano, etc. El principio 

de los modelos de homogenización se puede interpretar como un reemplazo de un medio 

(composito) heterogéneo por un medio equivalente homogeneizado, que desde un punto de 

vista macroscópico se comporta de la misma forma que el original. Sobre este medio 

equivalente, la búsqueda de una solución aproximada, que permita la descripción de las 

propiedades macroscópicas del composito, es  determinada mediante la creación de ERV que 

figuren las características principales de la microestructura subyacente. 

La relación estructura-propiedades en nuestro trabajo, se establece a partir del análisis de 

la estructura a nivel microscópico para poder describir las propiedades globales a nivel 

macroscópico. Por lo cual, el problema en estudio es definido como un problema de múltiples 
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escalas. En este sentido, la conexión entre los diferentes niveles es medida a partir de un 

parámetro geométrico, denotado por ε  y definido por l / Lε = , que representa el cociente 

entre la dimensión característica del ERV ( )l  generalmente a nivel microscópico, y la 

longitud representativa de todo el composito ( )L , generalmente a nivel macroscópico, que 

caracteriza la dimensión efectiva usada para la medición de la propiedad en cuestión del 

composito, tal que l L<< . En la Figura 7, se muestra las microestructura del composito a 

diferentes escalas. Un valor de 1ε =  representa que las longitudes de características  l   y L   

son iguales, por lo que las heterogeneidades del composito son visibles. Sin embargo, a 

medida que el parámetro ε  se hace más pequeño las heterogeneidades son más difíciles de 

visualizar por lo que el composito se ve como un medio homogéneo. 

 

 

Figura 7. Microestructura del composito a diferentes escalas.  

 

En particular, el método de homogeneización asintótica a doble escala, inicialmente 

desarrollado y aplicado en medios periodicos por Bensoussan y colaboradores en 1978, 

Sánchez-Palencia en 1980 y Bakhvalov y Panasenko en 1989, es el método desarrollado en 

este trabajo.  

El método de homogeneización asintótica a doble escala tiene su principio en la 

búsqueda de la solución del problema en estudio, dado por un conjunto de ecuaciones 

diferenciales parciales sujetas a condiciones de contorno, por medio de un desarrollo 

asintótico a doble escala en la forma de series de potencias en función del parámetro 

geométrico pequeño ε  (Bakhvalov and Panasenko, 1989; Bensoussan et al., 1978; Sánchez-

Palencia, 1980), es decir: 

( )1 2 3 1 2 3
0

,i

i

i

u u x x ,x , y , y , yε
∞

=
∑∼ ,          (2.31) 
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siendo ix  las componentes de la variable lenta o global definida en el medio macroscópico y 

iy  las componentes de la variable rápida o local definida en la estructura microscópica, de 

manera que i iy x / ε= . 

          El proceso de homogeneización consiste en transformar el problema original, definido 

en un medio heterogéneo por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales cuyos 

coeficientes son variables y rápidamente oscilantes, a través de desarrollos asintóticos a doble 

escala en otro más simplificado, definido por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales 

cuyos coeficientes son constantes (no oscilarían rápidamente) sobre un medio equivalente 

homogéneo. En este último, los coeficientes constantes que lo caracterizan son llamados 

coeficientes o propiedades efectivas. 

Desde el punto de vista matemático, este método hace que la solución del problema 

homogeneizado se aproxime a la solución del problema original cuando el parámetro 

geométrico ε  tiende a cero. Sin embargo, desde el punto de vista práctico la implementación 

del mismo precisa, para la determinación de los coeficientes efectivos, de las soluciones de un 

conjunto de problemas interconectados definidos para diferentes potencias de ,ε  entre ellos los 

llamados problemas locales definidos sobre el ERV.  

Entre las principales ventajas del MHA figuran que es un método efectivo para la 

investigación tanto de las propiedades macroscópicas como microscópicas de las estructuras 

periódicas. Además, el MHA está bien justificado para diferentes modelos físicos, pues 

existen muchos teoremas que demuestran la solubilidad de problemas que representan las 

etapas fundamentales de algoritmos para la construcción de una solución asintótica del 

problema original. Tiene un carácter universal por lo cual es aplicable, mediante modelos 

lineales o no lineales, a todo tipo de proceso físico que se desarrolle en medios periódicos 

elásticos, termoelásticos, viscoelásticos, piezoeléctricos, piezomagnéticos, magnetoeléctricos, 

porosos, y en mecánica de huesos, entre otros. En general, es de gran importancia teórica pues 

con las expresiones analíticas de las propiedades efectivas que brinda, se pueden controlar 

errores derivados de otros métodos de aproximación numérica y/o experimental (Bakhvalov 

and Panasenko, 1989). 
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Entre sus desventajas fundamentales está la necesidad de la solución numérica de los 

llamados problemas locales definidos sobre el ERV para la obtención de las propiedades 

efectivas del composito (Bakhvalov and Panasenko, 1989). Sin embargo, disponer de estos 

modelos que estén bien justificados, nos permite predecir las propiedades efectivas de 

compositos de una manera más confiable. Otra desventaja puede ser que para problemas 

tridimensionales se necesite de más tiempos de cómputo y capacidad de memoria para su 

realización. 

 

2.10   Método de los elementos finitos 

 

El método de los elementos finitos es un método numérico muy poderoso que permite la 

solución de problemas físicos-matemáticos con distintos tipos de complejidades geométricas 

y/o fenomenológicas en mucho de los cuales no es posible determinar soluciones analíticas 

directas mediante expresiones matemáticas determinadas. Es aplicable en un gran número de 

problemas físicos relacionados con el análisis estructural, transferencia de calor, fluidos, 

problemas electromagnéticos, entre otros. 

Mediante el MEF se pueden determinar soluciones aproximadas de problemas continuos 

complejos (problemas en los cuales tienen un número infinito de elementos implicados) de 

forma tal que el medio o dominio continuo Ω  es discretizado en subdominios eΩ  (elementos 

finitos) cuya geometría es más simple y cuya unión equivale al medio original. Estos 

subdominios están interconectados por conjuntos discretos de puntos (nodos) los cuales 

forman líneas, planos y superficies y se comportan como segmentos, áreas y/o volúmenes de 

control independientes. En cada uno de estos nuevos elementos finitos, las propiedades del 

material y las relaciones gobernantes se consideran y se expresan en términos de un número 

finito de grados de libertad, caracterizados por los valores de una o varias funciones 

desconocidas definidas en los bordes y nodos del elemento; y a su vez, estos son afectados por 

las condiciones de fronteras que afecten al cuerpo estudiado como un todo. La solución 

aproximada del dominio continuo en estudio se obtiene de un conjunto de ecuaciones que 

surgen de seguir las reglas de los problemas discretos a partir del ensamblaje de los elementos 

y de considerar debidamente las cargas y las restricciones. 
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2.10.1     Características de los elementos finitos  

  

En general, los elementos finitos utilizados en la práctica tienen formas geométricas 

simples, aunque su selección depende fundamentalmente del tipo de problema a resolver. 

Estos pueden ser líneas, curvas, triángulos, cuadriláteros y poliedros de acuerdo a la dimensión 

intrínseca (1D, 2D o 3D) de los mismos (ver Figura 8). Los elementos finitos se determinan 

geométricamente por la ubicación de los nodos y por los segmentos o curvas que los unen. 

Además, se pueden clasificar en lineales o de orden superior (cuadráticos, cúbicos, etc.), de 

acuerdo a la aproximación deseada.  

 

 

Figura 8. Elementos finitos lineales y de orden superior. 

 

En los elementos, los nodos están caracterizados por un número finito de grados de 

libertad, a su vez, son definidos por la física del problema (desplazamientos, potenciales 

eléctricos y magnéticos, temperatura, etc.). El total de grados de libertad de un elemento se 

define a partir de la suma de los grados de libertad de los nodos que pertenezcan al elemento. 

En el MEF es necesario establecer un sistema de referencias global y otro local o natural 

que definan a las coordenadas de los nodos en el continuo y sobre cada elemento finito. Estos 

sistemas de coordenadas permiten la conectividad de los elementos más eficiente, así como, la 

correspondencia global-local de la posición de los nodos. Esto permite con mayor facilidad 

determinar a las llamadas funciones de formas de los elementos y la integración en el 
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elemento de manera unificada y sencilla mediante la utilización de un elemento maestro o de 

referencia.  

 

 

Figura 9. (a) Representación de un mallado por medio de tetraedros en el sistema de 

referencia global, (b) Tetraedro cuadrático (elemento maestro de 10 nodos) en el sistema de 

referencia local o natural. 

 

La transformación de coordenadas de un sistema al otro es una relación biyectiva 

dependiente de la forma del elemento y de la aproximación considerada, de manera tal que: 

( )1 1 2 3 4, , ,y T ζ ζ ζ ζ= , ( )2 1 2 3 4, , ,y T ζ ζ ζ ζ= , ( )3 1 2 3 4, , ,y T ζ ζ ζ ζ= ,     (2.32) 

( )1
1 1 2 3, ,T y y yζ −= , ( )1

2 1 2 3, ,T y y yζ −= , ( )1
3 1 2 3, ,T y y yζ −= , ( )1

4 1 2 3, ,T y y yζ −= , (2.33) 

donde  T  es la función de transformación de coordenadas del sistema natural al sistema 

global. 

En el análisis de problemas mediante el MEF, obtener una aproximación adecuada para 

los parámetros físicos que describen al problema es un proceso similar al realizado para 

aproximar la geometría. Estos pueden aproximarse por medio de funciones lineales o por 

funciones de orden superior. Por lo tanto, de acuerdo a los grados de aproximación utilizados 

en ambas aproximaciones (física-geométrica), los elementos se pueden clasificar en: Sub-, Iso- 

y/o Superparamétrico. 
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• Subparamétrico: si el orden de la aproximación de los parámetros físicos del elemento es 

mayor que el orden de la aproximación geometría del elemento. 

• Isoparamétrico: si el orden de la aproximación de los parámetros físicos y de la geometría 

del elemento son iguales. 

• Superparamétrico: si el orden de la aproximación de los parámetros físicos del elemento es 

menor que el orden de la aproximación geometría del elemento. 

 

2.10.2     Representación isoparamétrica 

 

La idea básica de la representación isoparamétrica de los elementos consiste en utilizar 

las mismas funciones de forma ψe

i  asociadas al elemento e  para interpolar tanto la geometría 

como los parámetros físicos de los elementos (Zienkiewicz and Taylor, 1989). En esta 

representación, las coordenadas naturales que definen al elemento caracterizan 

paramétricamente a las funciones de formas.  

En general, para un elemento tridimensional definido en el sistema { }, ,x y z  y con n 

nodos, las relaciones isoparamétricas están dadas por: 

1

ψ
n

e

i i

i

x x
=

=∑ , 
1

ψ
n

e

i i

i

y y
=

=∑ , 
1

ψ
n

e

i i

i

z z
=

=∑ ,         (2.34) 

1

ψ
n

e

i i

i

f f
=

=∑ ,            (2.35) 

1

ψ 1
n

e

i

i=

=∑ ,           (2.36) 

de manera que las Ecs. (2.34) y (2.35) definen a las relaciones geométricas y físicas del 

elemento, respectivamente. En la Ec. (2.36) es definida la propiedad de partición de la unidad 

asociada al requisito de consistencia (completitud y compatibilidad) para las funciones de 

forma. En las Ecs. (2.34) y (2.35), ix , iy  y iz  representan a las componentes de las posiciones 

de los nodos de cada elemento con respecto al sistema global { }, ,x y z .  La función  f  

caracteriza los grados de libertad definidos por la física del problema. Estos conjuntos de 

ecuaciones definidos en las Ecs. (2.34) − (2.36) se pueden combinar en forma de matriz como: 
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1 2 1 1

1 2 1

1 1 1 11 ψ
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e
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e
n n n

x x x xx

y y y yy

z z z zz

f f f ff

−

−

− −

−

   
    
    
    =
    
    

         

⋯

⋯

⋯ ⋮

⋯

⋯

,         (2.37) 

 

2.10.3     Elemento cuadrilátero cuadrático 

 

El elemento cuadrilátero cuadrático o de 8 nodos, en el sistema bidimensional cartesiano 

{ }1 2,y y , es un miembro polinomial completo de la familia isoparamétrica de los cuadriláteros. 

El cuadrilátero de 8 nodos se define por tener cuatro nodos ubicados en sus vértices y los 

restantes cuatro localizados en los puntos medios de sus aristas. La posición de los nodos del 

cuadrilátero puede especificarse mediante sus coordenadas cartesianas { }1 2,y y  o por sus 

coordenadas naturales o isoparamétricas { }1 2,ζ ζ . Las coordenadas 1ζ  y 2ζ  determinan un 

conjunto de valores adimensionados, las cuales varían entre  −1  y  1  de un lado a otro del 

cuadrilátero y son nulas en las líneas isoparamétricas que unen los puntos medios de los lados 

opuestos (Felippa, 2017). 

 

Figura 10. (a) Representación de un mallado por medio de cuadriláteros en el sistema de 

referencia global, (b) Cuadrilátero de 8 nodos en el sistema de referencia global y local o 

natural. 
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Para un elemento cuadrilátero de ocho nodos (Figura 10), las funciones de formas 

ψ ψe

i i≡   en la base de los polinomios de Lagrange son: 

1 1 1 1 2 3 1 3 2 1 2 4 2 3

5 2 2 3 6 3 2 7 1 2 4 8 1 3

ψ , ψ , ψ , ψ ,

ψ , ψ , ψ , ψ ,

c c

c c

τ η τ η τ η τ η
τ η τ η τ η τ η

= = = =
= = = =

                          (2.38) 

Con 1 1(1 ) / 2τ ζ= − , 1 2(1 ) / 2η ζ= − , 2 1(1 ) / 2τ ζ= + , 2 2(1 ) / 2η ζ= + , 2
3 11τ ζ= − , 2

3 21η ζ= − , 

1 1 21c ζ ζ= − − − , 2 1 21c ζ ζ= − + − , 3 1 21c ζ ζ= − + +  y 4 1 21c ζ ζ= − − + .   

 

2.10.4     Elemento tetraédrico cuadrático 

 

El elemento tetraédrico cuadrático o tetraedro de diez nodos, definido en el sistema 

tridimensional cartesiano { }1 2 3, ,y y y , ver Figura 9(b), es el segundo miembro polinomial 

completo de la familia isoparamétrica de los tetraedros. El tetraédrico cuadrático se define por 

tener cuatro nodos ubicados en sus vértices (localmente enumerados del 1 al 4) y los restantes 

seis nodos (localmente enumerados del 5 al 10) localizados en los puntos medios de sus 

aristas, aunque, estos últimos pueden moverse de estas posiciones sobre las aristas, siempre y 

cuando estén sujetos a la restricción de que el determinante del Jacobiano de las 

transformaciones de coordenadas es definido positivo (Felippa, 2017). Las caras del elemento 

se definen por seis nodos (Zienkiewicz and Taylor, 1989).  

La posición de un nodo del tetraedro puede especificarse mediante sus coordenadas 

cartesianas { }1 2 3, ,y y y  o por sus coordenadas naturales tetraédricas { }1 2 3 4, , ,ζ ζ ζ ζ . Estas 

coordenadas naturales tetraédricas determinan un conjunto de valores adimensionados, tal que: 

• 4 1 2 31ζ ζ ζ ζ= − − −  

• Las coordenadas naturales mζ  ( )1, 4m =  tienen un valor 1 en el nodo del vértice  m  y es 

cero en los otros nodos de los vértices y en todos los nodos de la cara opuesta al nodo m. 

• Las coordenadas naturales mζ  varían linealmente con la distancia desde un punto arbitrario 

P hasta la cara puesta al nodo m. Se definen como /
mm P md dζ = , siendo 

mPd  la distancia 
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desde  P  hasta la cara del elemento opuesta al nodo m  y md  es la distancia del nodo m  

hasta su cara opuesta. 

 

Las funciones de forma de la familia de los elementos tetraédricos se pueden determinar 

mediante una relación única a partir de polinomios de Lagrange, como sigue: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4ψ i i i i

i I J K L, , , l l l lζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ,       (2.39) 

tal que,  I + J + K + L = n , siendo los subíndices I, J, K y L las coordenadas generalizadas del 

elemento y n  el orden del elemento (lineal, cuadrático, etc.) correspondiente con el grado del 

mayor polinomio completo contenido en ψi .  En la Ec. (2.39), ( )j
i

Il ζ  representa al polinomio 

de Lagrange de grado  I  en la variable local jζ  que pasa por el nodo i-ésimo. Estas funciones 

de formas del elemento son conformes y polinomios cuadráticos completos. La Tabla 3, 

muestra la relación entre las coordenadas generalizadas y las coordenadas naturales del 

elemento en cada nodo (Felippa, 2017; Zienkiewicz and Taylor, 1989).  

 

Número local 

de los nodos 

Coordenadas generalizadas Coordenadas naturales 

I J K L 
1ζ  2ζ  3ζ  4ζ  

1 0 2 0 0 1 0 0 0 
2 0 0 2 0 0 1 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 1 0 
4 2 0 0 0 0 0 0 1 
5 0 1 1 0 1/2 1/2 0 0 
6 0 0 1 1 0 1/2 1/2 0 
7 0 1 0 1 1/2 0 1/2 0 
8 1 1 0 0 1/2 0 0 1/2 
9 1 0 1 0 0 1/2 0 1/2 

10 1 0 0 1 0 0 1/2 1/2 
Tabla 3. Coordenadas generalizadas y naturales del elemento tetraédrico. 

 

Para un elemento tetraédrico cuadrático o tetraedro de diez nodos (ver Figura 9), las 

funciones de formas ψe

i  en el elemento  e  en la base de los polinomios de Lagrange se definen 

como: 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

5 1 2 6 2 3 7 3 1 8 1 4 9 2 4 10 3 4

ψ 2 1 , ψ 2 1 , ψ 2 1 , ψ 2 1 ,

ψ 4 , ψ 4 , ψ 4 , ψ 4 , ψ 4 , ψ 4 .

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

= − = − = − = −
= = = = = =

          (2.40) 

El cálculo de las derivadas cartesianas de las funciones de forma se puede realizar 

aplicando la regla de la cadena de funciones de varias variables,  resultando en forma matricial 

1 1

2 2

3 3

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

i i

ei i

i i

y

y

y

ζ

ζ

ζ

   ∂ ∂
   ∂ ∂   
   ∂ ∂=   ∂ ∂   
   ∂ ∂
      ∂ ∂   

J  con 

31 2

1 1 1

31 2

2 2 2

31 2

3 3 3

e

yy y

yy y

yy y

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

 ∂∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 

J .                 (2.41) 

En la Ec. (2.41),  eJ  es la matrix Jacobiano cuyos términos se calculan por medio de las 

relaciones isoparamétricas, Ec. (2.37). Determinando la inversa de la matrix Jacobiano, Ec. 

(2.41), se encuentran las derivadas cartesianas de las funciones de forma del elemento. 

 

2.11  Formulación variacional como una generalización del principio de Hamilton 

para compositos magneto-electro-elásticos. Energía potencial total  

 

En el estudio de medios MEE, definido en Ω , el problema fuerte asociado es descrito 

por las ecuaciones Ecs. (2.12) − (2.16), donde iu , φ  y  ψ  representan la solución del mismo. 

Sin embargo, en ocasiones, la determinación de la solución exacta de estos problemas fuertes 

es difícil de determinar analíticamente debido a la complejidad del objeto de estudio. Un 

método alternativo, consiste en determinar la formulación débil o variacional; es decir, se 

puede establecer la solución mediante la formulación integral generalizando el principio de 

Hamilton. En este sentido, la solución variacional se puede adoptar mediante el esquema del 

principio de la energía potencial mínima combinado con el método de los elementos finitos, 

considerando como variables independientes a iu , φ  y ψ . 
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Determinación de la energía potencial total para un medio MEE 

 

Sea Ω  un medio MEE, limitado por una superficie cerrada Ω∂ , en el cual iuδ , δφ  y 

δψ  representan variaciones virtuales arbitrarias y admisibles de los desplazamientos iu  y de 

los potenciales eléctrico φ  y magnético ψ .  

Si multiplicamos, Ecs. (2.5) y las ecuaciones de Maxwell ( q∇⋅ =D  y , 0i iB = ) por 

variaciones arbitrarias y admisibles de iu , φ  y ψ , respectivamente e integramos en el 

dominio Ω , la formulación débil asociada al problema MEE resulta por: 

( ) ( )
2

, , ,2
0i

ij j i i i i i i

d u
f u dV D q dV B dV

dt
σ ρ δ δφ δψ

Ω Ω Ω

 
+ − + − + = 

 
∫ ∫ ∫ .                               (2.42) 

En la Ec. (2.42) se cumple que: Si un campo de desplazamientos ( )iu , ,φ ψ=U  satisface la 

ecuación para cualesquiera sean las variaciones admisibles de los desplazamientos iuδ  y de 

los potenciales δφ  y δψ  respectivamente, dicho campo de desplazamientos será una solución 

de  Ecs. (2.12) - (2.16). 

Si en la Ec. (2.42) se aplican propiedades de integración y derivación, se tiene en cuenta 

que ( ), ,,ij j i ij i ij i jj
u dV u dV u dVσ δ σ δ σ δ

Ω Ω Ω

= −∫ ∫ ∫ , en virtud de la propiedad conmutativa del 

operador δ  respecto al operador diferencial ( ) ,,i i jj
u uδ δ=  y de acuerdo al teorema de la 

divergencia, la ecuación Ec. (2.42) se formula como: 

2

, 2

, , 0

i
ij i j ij i j i i i

i i i i i i i i

d u
u n dS u dV f u dV u dV

dt

D n dS D dV q dV B n dS B dV

σ δ σ δ δ ρ δ

δφ δφ δφ δψ δψ
∂Ω Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω ∂Ω Ω

− + − +

+ − − + − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
,  (2.43) 

además, debido a la simetría ij jiσ σ= , la relación (2.4), las condiciones de frontera, Ec. (2.15), 

y las variaciones virtuales admisibles ,i iEδφ δ= −  y ,i iHδψ δ= − , queda:  
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2

2

0.

i
i i ij ij i i i

i i i i

d u
F u dS dV f u dV u dV

dt

Q dS D E dV q dV B H dV

δ σ δε δ ρ δ

δφ δ δφ δ
∂Ω Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω Ω

− + − −

− + − + =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
                (2.44) 

Como en la Ec. (2.44), los incrementos 
iuδ , δφ  y δψ  son dependientes del tiempo y se anulan 

en dos instantes arbitrarios  1t   y  2t ,  entonces si integramos respecto en el intervalo  1t   y  2t , 

se obtiene: 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2

2

0

t t t t

i
i i ij ij i i i

t t t t

t t t t

i i i i

t t t t

d u
F u dtdS dtdV f u dtdV u dtdV

dt

Q dtdS D E dtdV q dtdV B H dtdV

δ σ δε δ ρ δ

δφ δ δφ δ

∂Ω Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω Ω

− + − −

− + − + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

,   (2.45) 

pero 
2 2

1 1

2

2

t t

i i i
i

t t

d u du d u
u dtdV dt dV

dt dt dt

δρ δ ρ
Ω Ω

 
= −  

  
∫ ∫ ∫ ∫  y 

2
1

2
i i idu du d u

dt dt dt

δδ
   =  

   
, luego: 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

T

0

t t t t

i i ij ij i i

t t t t

t t t t

i i i i

t t t t

F u dtdS dtdV f u dtdV dt

Q dtdS D E dtdV q dtdV B H dtdV

δ σ δε δ δ

δϕ δ δϕ δ

∂Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω Ω

− + + −

− + − + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

,    (2.46) 

siendo 
2

1
T

2
idu

dV
dt

ρ
Ω

 =  
 

∫  la energía cinética del cuerpo. 

Análogamente, si se combinan 
2

1

t

ij ij

t

dtdVσ δε
Ω
∫ ∫ , 

2

1

t

i i

t

D E dtdVδ
Ω
∫ ∫  y 

2

1

t

i i

t

B H dtdVδ
Ω
∫ ∫  de 

acuerdo a la Ec. (2.46), si se usan las Ecs. (2.1) − (2.3) y se aplican las reglas de 

diferenciación, y las expresiones resultantes se sustituyen en la Ec. (2.46), obtenemos: 

( )

( ) ( )

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1
T

2

1 1
0,

2 2

t t t t

i i ij ij i i

t t t t

t t t t

i i i i

t t t t

F u dtdS dtdV f u dtdV dt

Q dtdS D E dtdV q dtdV B H dtdV

δ δ σ ε δ δ

δϕ δ δϕ δ

∂Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω Ω

− + + −

− + − + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

         (2.47) 
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Finalmente, si se consideran que las fuerzas son conservativas (las fuerzas superficiales 

iF   y  las fuerzas másicas if   no dependen de iu ) y que las cargas Q  y  q  no dependen de φ , 

la Ec. (2.47)  puede expresarse de la siguiente manera: 

2

1

1

2
T 0

1 1
                                         

2 2

ij ij i i i it

t
i i i i

dV Fu dS f u dV Q dS

dt

D E dV q dS B H dV

δ σ ε δ δ δ ϕ
δ

δ δ ϕ δ

Ω ∂Ω Ω ∂Ω

Ω ∂Ω Ω

  − − + −  
  − =
  

− + −  
  

∫ ∫ ∫ ∫
∫

∫ ∫ ∫
, (2.48) 

siendo, Ec.(2.48), la expresión del principio de Hamilton extendido en su formulación 

variacional para el medio Ω , luego: 

( )
2

1

T U 0
t

t

dtδ − =∫ ,            (2.49) 

Donde  T  y  U  son las energías cinética y potencial total extendida del medio Ω  dadas por: 

2
1

T
2

idu
dV

dt
ρ

Ω

 =  
 

∫ ,          (2.50) 

1 1 1
U

2 2 2ij ij i i i i i i i idV Fu dS f u dV Q dS D E dV q dS B H dVσ ε ϕ ϕ
Ω ∂Ω Ω ∂Ω Ω ∂Ω Ω

= − − + − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , (2.51) 

donde este último término es el que incluye la contribución del efecto de los campos eléctrico 

y magnético en el medio Ω . En la Ec. (2.49),  L = T − U define el funcional lagrangiano de la 

integral variacional.  
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Conclusiones 

 

El presente trabajo estuvo motivado por el interés fundamental de estudiar la influencia 

del efecto de la interfaz en las propiedades efectivas antiplanas de compositos fibrosos en los 

que el efecto de acoplamiento magnetoeléctrico esté presente. Por tal motivo, se desarrolló una 

herramienta basada en modelos micromecánicos y de simulación numérica que sirve de apoyo 

al diseño de experimentos en búsqueda de nuevos compositos cuyas propiedades sean las 

deseadas, estén optimizadas, y sean posibles de obtener en un número razonable de 

experimentos. Además, sirve de ayuda en la predicción y comprensión de la relación 

estructura-propiedades y del comportamiento de los compositos, así como para la 

interpretación de resultados experimentales. 

Los resultados fundamentales del trabajo son: 

• Se desarrollaron dos modelos micromecánicos diferentes uno analítico y otro semi-

analítico que permiten el cálculo de las propiedades efectivas antiplanas de compositos 

fibrosos magneto-electro-elásticos periódicos, bifásicos y trifásicos con ERV bidimensionales 

y tridimensionales, basados en el método de homogeneización asintótica y en el método de los 

elementos finitos.  

• Se desarrolló un modelo semi-analítico basado en basados un método híbrido entre el 

método de homogeneización asintótica y en el método de los elementos finitos que permite el 

estudio de la relación estructura-propiedades de una amplia gama de compositos periódicos.  

• Se formularon dos modelos analíticos diferentes para describir la interacción entre las 

fibras y la matriz: el modelo de imperfección aplicado para la descripción de compositos 

bifásicos con interfaz imperfecta entre los constituyentes y el modelo de interfase aplicado 

para la descripción de compositos trifásicos con una interfase existente entre las fibras y la 

matriz. En ambos modelos los ERV considerados son paralelogramos. 

• Las formulaciones analíticas derivadas para los problemas locales antiplanos derivados 

por MHA – Imp y MHA – 3F, de sus soluciones y de las propiedades efectivas asociadas son 

simples y fáciles de implementar computacionalmente, por lo cual, se pueden usar de forma 

eficiente para verificar la implementación de métodos experimentales, numéricos y modelos 

analíticos. 
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• La formulación analítica desarrollada por el método semi-analítico SAFEM es simple, 

fácil de implementar computacionalmente y es aplicable a compositos MEE cuyos ERV tienen 

diferentes geometrías de los refuerzos. 

• Las fórmulas desarrolladas son además válidas para el análisis de las propiedades 

efectivas antiplanas de compositos fibrosos periódicos, bifásicos y trifásicos piezoeléctricos y 

elásticos con ERV de tipo paralelogramos. 

• La buena calidad de la precisión y eficiencia de los modelos presentados MHA – Imp, 

MHA − 3F y SAFEM se demostró mediante comparaciones con resultados reportados en la 

literatura. 

De acuerdo a los resultados numéricos mostrados se concluye que: 

• La distribución de las fibras en la matriz, representada mediante ERVs paralelogramos, 

permite dos clases de simetría de grupo puntual para el comportamiento global del composito: 

monoclínico 2 (cuando el ERV es paralelogramo con o o o o o o
1 30 , 45 , 50 , 70 , 75 ,80θ = ) y 

transversalmente isotrópico (cuando el ERV es cuadrado o
1 90θ =  o hexagonal o

1 60θ = ). 

• Las propiedades efectivas antiplanas pueden estar afectadas o no en dependencia del 

tipo de imperfección existente y por la selección de los constituyentes. La combinación de 

diferentes tipos de imperfecciones cualitativamente induce una superposición de cada 

imperfección por separado. 

• El efecto de acoplamiento magnetoeléctrico es sensible a la distribución de la fibra, al 

tipo de imperfección existente y a la combinación de los materiales constituyentes. 

• El efecto de la imperfección es dominante sobre la distribución espacial de las fibras en 

la matriz. El acoplamiento ME se afecta considerablemente ante cualquier imperfección, 

mientras que la distribución de las fibras induce cambios más débiles en el acoplamiento ME. 

Cada uno de estos efectos puede ser estudiado separadamente. 

• El efecto de acoplamiento magnetoeléctrico siempre se debilita ante cualquier tipo de 

imperfección existente en la interfaz fibra/matriz.  

• La conexión entre los parámetros de imperfección y el debilitamiento del coeficiente 

ME no siempre se puede establecer como una función independiente de la estructura del 

compuesto. En este sentido se necesita más sistematización. 
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• Los modelos desarrollados permiten describir el comportamiento de la porosidad en 

una buena aproximación. Por lo cual el efecto de distribución de la porosidad y el tamaño de 

los poros en el comportamiento del composito es analizado. A medida que aumenta el tamaño 

de los poros las propiedades efectivas antiplanas del composito se debilitan monótonamente 

desde el valor de matriz normalizado hasta el valor inferior permitido que se corresponde con 

el límite de percolación. 

• La influencia de una interfaz perfecta o imperfecta en las propiedades efectivas 

obtenido mediante el modelo MHA – Imp se puede describir a partir del modelo MHA − 3F 

considerando una interfase delgada. 

• En los compositos MEE analizados el valor del acoplamiento magnetoeléctrico *
11α  

más alto se alcanza para la combinación CFO/BTO/TD (fibra/interfase/matriz) en compositos 

trifásicos con una distribución hexagonal de las fibras en la matriz y para un volumen de 

fracción total de la fibra y la interfase igual a 0.86. Destaquemos que este valor es más alto 

que los obtenidos cuando se consideran compositos bifásicos constituidos por cualquier 

combinación de los materiales CFO, BTO y TD.  

• El efecto magnetoeléctrico *
11α  en compositos bifásicos sujetos a condiciones de 

contacto perfecto y con una distribución hexagonal de las fibras alcanza máximo cuando el 

composito está constituido por BTO/TD (fibra/matriz). Además, en compositos cuyos 

constituyentes sean de BTO como matriz y CFO o TD como fibra, el mayor acoplamiento 

magnetoeléctrico *
11α  es obtenido cuando las fibras son de TD. 

• Una forma de maximizar el acoplamiento magnetoeléctrico es considerando que el 

constituyente magnetostrictivo sea auxético.  

• El galfenol como constituyente magnetostrictivo junto con una fase piezoeléctrica es 

una opción potencial capaz de aumentar el acoplamiento ME en compositos reforzados con 

fibras.  

• La influencia de la interfase sobre el módulo efectivo antiplano puede inducir un 

comportamiento anisotrópico cuando se tienen en cuenta una distribución de fibras con 

diferentes densidades. 
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